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XIIT Wojewédzki Konkurs Matematyczny "W Swiecie Matematyki”
im. Prof. Wlodzimierza Krysickiego
Etap pierwszy - 3 marca 2022 r.

Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 80.

Pierwszy etap Konkursu sktada sie z 30 pytan testowych.

Kazde z zadan 1-10 sktada si¢ z trzech niezaleznych od siebie podpunktow. Kazde

z zadan 11-30 sktada sie z czterech niezaleznych od siebie podpunktow. Do kazdego
z podpunktow nalezy udzieli¢ odpowiedzi TAK (gdy potwierdzamy prawdziwosé roz-
patrywanego zdania) lub NIE (gdy uznajemy rozpatrywane zdanie za falszywe), badz
pozostawié¢ pole puste (w przypadku braku odpowiedzi). Po zakonczeniu wypekniania
testu, nalezy nanie$¢ odpowiedzi w KARCIE ODPOWIEDZI. Punktacja za kazde

zadanie jest nastepujaca:

e 0 punktéw w przypadku udzielenia co najmniej jednej btednej odpowiedzi na
jeden z podpunktow zadania lub nieudzielenia odpowiedzi na zaden z podpunktéw
zadania;

e n-1 punktéw w przypadku, gdy udzieli sie poprawnych odpowiedzi na n pod-
punktéw w zadaniu i nie udzieli sie zadnej btednej odpowiedzi na ktorykolwiek
z podpunktéw w zadaniu.

Zabrania sie korzystania z korektora. W przypadku pomytki w tescie odpowiedz nalezy
przekresli¢, zag nowa odpowiedz zaznaczy¢ po lewej stronie miejsca przeznaczonego na
odpowiedz.

Dozwolone jest korzystanie z "Zestawu wybranych wzoréw matematycznych”.
Zabrania si¢ korzystania z kalkulatora.

W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzy-
staniem z tablic matematycznych wymienionych w punkcie 4) zostaje on wykluczony
z Konkursu.
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Oznaczenia i definicje

Symbolem R oznaczamy zbior liczb rzeczywistych.

Symbolem Q oznaczamy zbiér liczb wymiernych.

Symbolem N oznaczamy zbiér liczb naturalnych. Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna.

Dla takich liczb rzeczywistych a,b, ze a < b przez [a,b] oznaczymy przedzial domkniety o
poczatku a i koncu b.

Niech X,Y beda zbiorami, a f : X — Y bedzie funkcja. Dla A C X, C' C Y definiujemy
f[A] ={y €Y :y = f(z) dla pewnego = € A},
O] ={r € X : f(x) € C}.

Niech X C R bedzie zbiorem, a g : X — R bedzie funkcja. Powiemy, ze funkcja ¢ jest:

(a) ograniczona z gory, jesdli istnieje taka liczba M € R, ze dla kazdego = € X zachodzi
g(x) < M;

(b) ograniczona z dotu, jesli istnieje taka liczba M € R, ze dla kazdego z € X zachodzi
g(x) > M;

(c) ograniczona, jesli istnieje taka liczba M € R, ze dla kazdego = € X zachodzi |g(z)| <
M.

Zadanie 1. Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan.

| Dla dowolnych liczb wymiernych ¢, ¢ i dowolnych liczb niewymiernych a,b liczba
q1a + q2b jest liczbg niewymierna.

| Granica dowolnego ciagu liczb wymiernych jest liczba wymierna.

| Niech a,b beda r6znymi liczbami niewymiernymi. Funkcja f : R — R, ktéra przyjmuje
warto$¢ a dla argumentéw bedacych liczbami niewymiernymi oraz b dla argumentéw
bedacych liczbami wymiernymi, jest ciagta.

Zadanie 2. Méwimy, ze ciag (2, )nen liczb rzeczywistych jest ograniczony, jedli istnieje liczba
rzeczywista M > 0 spelniajaca nieréwnos¢ |x,| < M dla kazdego n € N. Czy dla dowolnych
ciagow liczb rzeczywistych (an)nen, (bn)nen prawda jest, ze:

| jezeli (ay, + byp)nen jest ciagiem zbieznym, to (a,)nen, (bn)nen Sa ciagami zbieznymi;
| jezeli ciag (an)nen jest zbiezny, to jest ograniczony;
| jezeli (an)nen jest zbiezny oraz a, € [0,1] dla kazdego n € N, to lim,_, a, € [0,1]7

Zadanie 3. Dlan € N oraz aq,as, ..., a, € R niech Z?Zl a; '’=a1+as+as+---+a,_1+a,.
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan.

] Dla dowolnego n € N zachodzi réwnos¢ > | % = —”(”+1)6(2”+1)'

] Jezeli |q] < 1, to limy, oo D r ¢ = st



[ | Niech a,b € R,a < b oraz (x,),en bedzie ciagiem $ci$le rosnacym o wyrazach z [a, b)].
Istnieje funkcja monotoniczna na przedziale [a, b] ktéra jest nieciagta tylko i doktadnie
w punktach z,,.

Zadanie 4. Ocen czy dla dowolnej liczby pierwszej p > 3 ponizsze zdania sg prawdziwe.

[ ] p* — 1 jest podzielne przez 24.

[ ] p? + 2 nie jest liczbg pierwsza.

[ ] NWD(p+1,p*+1)=2.
Zadanie 5. Dla x € R niech f(x) = az® + bx? + cx + d, gdzie a,b,c,d € R, a # 0. Oceni
prawdziwos¢ ponizszych zdan.

[ ] Istnieje takie g € R, ze f(xg) = 0.

[ | Jezeli a, b, c,d sa réznymi liczbami niewymiernymi, to funkcja f nie posiada wymier-
nych miejsc zerowych.

[ | Jedli 21, 9, 23 € R sa réznymi miejscami zerowymi funkeji f, to xyzozs = _Td
Zadanie 6. Niech (a,),en bedzie ciagiem o wyrazach z przedziatu (0, 1). Ocen prawdziwos$é
ponizszych zdan.

[ ] Granica ) | a; istnieje i jest skonczona.

[ ] Granica Y . (—1)"a; istnieje i jest skoriczona.

[ ] Jezeli (an)nen jest zbiezny, to granica Y ., a; istnieje i jest skoficzona.

Zadanie 7. Niech (x,)nen, (Yn)nen beda ciagami liczb rzeczywistych i zatézmy, ze y, # 0

dla kazdego n € N oraz lim z, = a € R, lim y, = b € R. Ocen prawdziwos¢ ponizszych
n—oo n—oo

zdan:
[ | lim |z, — yn| = |a — b
n—oo

[ ) jeslib#£0, to lim 2= =&

n—oo Jn

[ | lim

Tit+...+Tn
n—00 n

= a.

Zadanie 8. Ocen, czy dana liczba jest wymierna.

[ ] logy(VA4)
[ ] logs(555)

logs (3)

[ ] 7 2Tog5 (7)

Zadanie 9. Niech a,b € R, a < b. Ocen, czy dla dowolnej takiej funkcji ciaglej f : (a,b] — R,
ze f(b) =1 oraz f(c) = —1 dla pewnego ¢ € (a, b] prawdziwe sa zdania:

[ | funkcja f ma miejsce zerowe;



[ | funkcja f jest ograniczona;
[ | funkcja f przyjmuje warto$é najmniejsza lub najwieksza.

Zadanie 10. Ocen, czy dla dowolnych zbioréw A, B, C' prawdziwe sg ponizsze zdania.
[ | Jezeli AUB = B, to AD B.

[ | Jezeli AU B=AU C, to B=C.
[ | Jezeli A # B, to C'\ B # C'\ A.

Zadanie 11. Niech n,m € N. Powiemy, ze n i m sa wzglednie pierwsze, jezeli

NWD(n,m) = 1. Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan.

[ | Dowolna liczba pierwsza jest wzglednie pierwsza ze wszystkimi innymi liczbami natu-

ralnymi.

[ | Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych ktére

sg 7 nig wzglednie pierwsze.

[ | Jezeli n,m € N sa wzglednie pierwsze, to NWW(n, m) = nm.

3 3

[ ] Jezeli n,m € N sa wzglednie pierwsze i m > n, to m® —n® i m® + n? réwniez sa

wzglednie pierwsze.

Zadanie 12. Dla dowolnej liczby naturalnej n € N definiujemy dziatanie e, : R? — R

wzorem x o, y = xy + nx + ny. Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan.

[ | Réwnanie = e; x = —1 ma doktadnie jedno rozwigzanie.
[ | Réwnanie z @3 z = —2 ma doktadnie jedno rozwigzanie.
[ | Dla dowolnego n € N oraz dowolnych x,y € R zachodzi réwno$¢ x e, y = y e, x.
[ | Istnieje takie n € N, ze dla dowolnych z,y, z € R zachodza réwnosci
(r+z)eny=(zony)+ (2 00y),
re,(y+z2)=(re,y)+ (re,z).
Zadanie 13.
Niech ag, ay, ..., a2 € R, asge # 0. Rozwazmy funkcje f : R — R zadang wzorem
() = a909270%% + a0 2°"*' 4 ... + a1z + ag dla = € R.
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan:
[ | funkcja f’(z) posiada przynajmniej jedno miejsce zerowe;

[ ] lm f(r)= lm f(a)

Tr——00

[ | 5o/ P02D(0) = asgnr, gdzie f*°2Y oznacza pochodna rzedu 2021;
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[ ] f(=1) jest liczba wymierna.

Zadanie 14. Definicja ciagu ograniczonego pojawia sie w zadaniu 2. Ocen, czy dla dowolnego
ciagu liczb rzeczywistych (x,)nen zbieznego do 0 i dowolnego ciagu ograniczonego (¥, )nen
prawda jest, ze:

[ ] ciag (e"™)nen jest ograniczonys;
[ ] ciag (25 + Yn)nen jest ograniczony;
[ ] ciag (iﬂn + yn)neN jest zbiezny;

[ ] ciag (@nyn)nen jest zbiezny 7

Zadanie 15. Ocen, czy dla dowolnych liczb rzeczywistych 1, ..., Tog22, Y1, ---, Y2022 prawdziwe
sa nierownosci:

[ ] _max \x1+y1]< _max ]91:1\—1— _max lyil;

1,...,2022 1,...,2022 1,...,2022
2022 2022

[Ty 2w < X |
i=1 i=1

2022

[ ] Yo lwl £v2022 max |yl;
= i=1,...,2022

2022 2022

[ ] Z|xz| < /2022 Zaz

Zadanie 16. Niech x bedzie resztg z dzielenia liczby 2° + 25 4 95° 4 ...+ 25" przez 5. Oceti
prawdziwos¢ ponizszych zdan.

[ | x jest podzielna przez 3.

[ | 3x jest podzielna przez 40.
[ | x jest liczba pierwsza.

[ ] 2*>10.

Zadanie 17. sin {; wynosi

[ ] —2cos 55 +1;
[ ] V6—V/3.
1
[ ] 3sing —4sin®
[ ] 2sing;.

Zadanie 18. Ocen, czy dla dowolnych z,y niewymiernych i dowolnego p wymiernego praw-
dziwe sg ponizsze zdania:

[ | &+ y jest liczba niewymierna;



[ | =+ p jest liczba niewymierna;
[ | xy jest liczba niewymierna;
[ ] xp jest liczba niewymierna.

sin(2) dla z#£0

Zadanie 19. Rozwazmy funkcje f : R — R dana wzorem f(z) := { 0 da 7 -0

Ocen prawdziwosé¢ ponizszych zdan:
[ | funkcja f jest ciaglta w zerze;
[ | funkcja f jest ograniczona;

[ | funkcja f ma granice w zerze;
[ ] Jim f(z) = 0.

Zadanie 20. Wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych o cyfrach ze zbioru {4, 5,6, 7, 8,9},
w ktorych zapisie dziesietnym kazda z dopuszczalnych cyfr wystepuje co najmniej raz jest:

I

[ 1 ()6
R

Zadanie 21. Réznicg symetryczng zbioréw A i B nazywamy zbiér AAB := (A\B)U(B\A).
Ocen, czy dla dowolnych niepustych zbiorow A, B, C' prawdziwe sa ponizsze zdania:

[ ] {1,2,3,5,8,9} A {2,3,4,7,8,9} = {1,4,5,7};
[ ] AAD=;

[ ] AAB=BAA

[ ] AAB=(AUB)\ (AN B).

Zadanie 22. Niech n € {3,4,...}. Rzucamy 2n razy symetryczng moneta. Prawdopodo-
bienstwo wyrzucenia tacznie doktadnie n ortéow jest rowne

Zadanie 23. Cyfra jedno$ci w zapisie dziesietnym liczby 72922 jest

[ | liczba pierwsza;



| pierwiastkiem kwadratowym liczby mniejszej od 50;
| podzielna przez 3;
| réwna 1.

Zadanie 24. Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan.

| Wéréd wszystkich 10978 studentéw Politechniki L.odzkiej istnieje taka dwdjka, ktora
ma doktadnie tyle samo znajomych studentéw Politechniki Lodzkiej (zakladamy, ze
jesli A zna B, to B zna A).

| W dowolnym 232-elementowym podzbiorze zbioru liczb catkowitych istnieja dwie takie
liczby, ktérych suma jest podzielna przez 561.

| Dla dowolnego zbioru X sktadajacego sie z 10 liczb naturalnych mniejszych od 100,
istniejg takie dwa niepuste i roztaczne podzbiory X, ze suma elementéw pierwszego
podzbioru jest réwna sumie elementéw drugiego podzbioru.

| Jezeli kazdy punkt okregu pomalujemy na jeden z dwéch koloréw, to istnieje trojkat
rOwnoramienny wpisany w ten okrag, ktory wszystkie wierzchotki ma tego samego
koloru.

Zadanie 25. Na stole leza 32 bierki. Dwéch graczy zabiera bierki ze stotu kierujac sie
ponizszymi zasadami:

1. Gracze wykonuja ruchy na zmiane.
2. W swoim ruchu gracz musi zabra¢ 1 lub 2 bierki.

3. Wygrywa ten gracz, ktory zabierze ostatnia bierke.
Zaktadamy, ze zaczyna gracz A, a po nim ruch ma gracz B. Ocen prawdziwos¢ zdan:

| Jedli gracz A zacznie od zabrania 1 bierki, to istnieje strategia wygrywajaca dla gracza
B.

| Jedli gracz A zacznie od zabrania 2 bierek, to istnieje strategia wygrywajaca dla gracza
B.

| Zawsze istnieje strategia wygrywajaca dla gracza B.
| Zawsze istnieje strategia wygrywajaca dla gracza A.

Zadanie 26. Ocen, czy dla dowolnych zbioréw X,Y, funkcji f : X — Y i dowolnych
A, B C X, C,D CY zachodzg ponizsze réwnosci:

] flAUB] = fIA]U f[B];
| fIAN B] = flA] N f[B];
| fAICuD] = fAClu DI
| fAICnD] = eI D]



Zadanie 27. Niech X bedzie niepustym skonczonym zbiorem, a F zbiorem tych funkcji
f: X — X, ktére sa suriektywne, tj. f[X] = X. Ocen prawdziwosé¢ ponizszych zdan.

[ | Dla kazdej funkcji f € F istnieje taka funkcja g € F, ze f(g(z)) = g(f(z)) = z dla
kazdego = € X.

[ | Dla kazdej funkcji f € F istnieje taka funkcja h € F, ze f(h(x)) = f(x) dla kazdego
r e X.

[ | Zbior F jest wlasciwym pozbiorem zbioru wszystkich bijekeji (funkeji, ktore sa jedno-
czed$nie suriektywne i r6znowartosciowe) z X na X.

[ | Dla kazdej funkcji f € F istnieje taka funkcja h € F, ze h(f(x)) = f(x) dla kazdego
reX.

Zadanie 28. Nicch a,b € R beda takic, ze a < b. Ocen, czy dla kazdej funkcji f : [a,b] — R
prawdziwe sq ponizsze zdania.

[ ] Jesli f jest funkcja rosnaca, to f([a,b]] C [f(a), f(D)].

[ ] Jedli f jest funkcja rosnaca, to f[[a,d]] D [f(a), f(D)].

[ ] Jesli f jest funkeja ciagta i f(a) < f(b), to f[[a,b]] C [f(a), f(b)]-

[ ] Jesli f jest funkeja ciagla 1 f(a) < f(b), to f[[a,0]] D [f(a), f(D)].

Zadanie 29. Niech A = {(z,y) € R? : |z| < 1 A |y| < 1} oraz f : A — R bedzie funkcja

zadang wzorem
Y

1—xa

flz,y) =
Ocen, czy funkcja f jest

[ | ograniczona z gory;
[ | ograniczona z dotu;
[ | ograniczona;

[ | réznowartosciowa.

Zadanie 30. Niech A C R?, (z,y) € R% Powiemy, ze punkt (a,b) € A jest najlepszym
przyblizeniem punktu (z,y) w zbiorze A, jezeli

Vi —a)2+ (y—0)2 < (z—u)?+ (y— w)? dla kazdego (u,v) € A.

Ocen prawdziwo$¢ zdania "istnieje doktadnie jedno najlepsze przyblizenie punktu (x,y) w
zbiorze A” dla:

[ ] A={(a,b) €R?:a+0? <1}, (z,y) = (1,1);

[ JA={(a,d)eR*:a®+* =1} \ (QxQ), (z,y) = (L,1);
[ ] A={(a,b) e R?:ab=1}, (z,y) = (0,0);

[ ] A={(a,b) €R?:b=0d®+2d% — Ta— 2}, (x,y) = (2,0).
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