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Nauki matematyczne
Celem nauk matematycznych jest zrozumienie praw natury poprzez
rozumowanie symboliczne i operowanie abstrakcyjnymi strukturami.

Zatem w naukach matematycznych staramy sie:
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o odkry¢ i zanalizowaé zwiagzki pomiedzy tymi abstrakcyjnymi
strukturami (matematyka ,,czysta”),

o zrozumie¢ mozliwie liczne cechy $wiata zewnetrznego
dopasowujac je do badanych struktur abstrakcyjnych poprzez
modelowanie matematyczne, ich analize oraz przeformufowanie
w spos6b zrozumiaty dla komputeréw, oraz wykorzystanie
wynikéw obliczed numerycznych do interpretacji i

przewidywania $wiata zewnetrznego (matematyka stosowana),

o wnioskowa¢ o witasnosciach swiata rzeczywistego na podstawie
danych obserwacyjnych uzywajac abstrakcyjnych struktur i
argumentacji, wypracowanych powyzej (statystyka

matematyczna, uczenie maszynowe).
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Przykfad 1. Przyktadem modelu matematycznego jest wzér
wigzacy wysokos¢ niesptaconej D(k) czesci kredytu Dy po
sptaceniu k rat wysokosci R przy oprocentowaniu r,
D(k) = (1+r)kDO—RkZ_1(1+r)k*"*1
i=0

= (1+r)kDo—((1+r)k_1)§' (1)

W szczegélnosci, jesli kredyt Dy udzielony na procent r powinien

by¢ sptacony w n ratach, to wysoko$¢ raty wynosi

N rDo
R_l—(l—l—r)*"' (2)
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Przyktad 2. Odpadéw radioaktywnych czesto pozbywamy sie
umieszczajac je w szczelnych beczkach i zatapiajac w gtebokiej
wodzie. Problemem jest mozliwosé pekniecia beczki przy uderzeniu

o dno.

Doswiadczenia laboratoryjne pokazuja, ze beczki moga peknaé przy

uderzeniu z predkoscia 4m/s.

Zmiana predkosci v pojemnika na gtebokosci y jest dana wzorem

dv 5
mvd—y—(mg—B—cv), (3)

gdzie m jest masa beczki, g przyspieszeniem ziemskim, B — sita
wyporu, zas ¢ — wspétczynnikiem sity oporu wody, zaleznym od

ksztattu i przekroju zanurzajacego sie obiektu i gestosci oérodka.
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Réwnanie (3) ma rozwiazanie

v(y):\/mgC_B (1_6—2—,;;/)’ (4)

Rysunek: Predko$¢ beczki o masie 500 kg wypierajacej 200 kg wody o
wspétczynniku oporu 153 kg/m, jako funkcja gtebokosci.
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Dla jakichkolwiek zastosowan matematyki kluczowym zagadnieniem
jest sposob, w jaki nasz wewnetrzny aparat poznawczy jest
potaczony ze Swiatem zewnetrznym. Zatem pojecie modelowania
matematycznego jest centralym pojeciem w matematyce

stosowanej. Pamigtajmy:

matematyka zawsze odpowiada na pytania o modelu, a nie o

$wiecie zewnetrznym.

Zatem to, co matematyka méwi o Swiecie zewnetrznym zalezy
wytacznie od tego, jak dobrze jest on reprezentowany przez model

matematyczny.
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Czy taka reprezentacja jest w ogéle mozliwa?

o Wedtug starozytnych Grekéw ,Bog jest geometrg” — tak,
$wiat jest zbudowany wedtug zrozumiatych regut
(geometrycznych, algebraicznych...).

o Nie, cata nauka jest rozsadnym zgadywaniem — mamy duzo
szczescia, jesli udaje sie nam co$ przewidzie¢.

o Podejscie ,Po drugiej stronie zwierciadta” — prawda lezy
posrodku; wyewoluowaliSmy wraz ze Swiatem zewnetrznym, a
zatem nasz aparat poznawczy musi by¢ przynajmniej do
pewnego stopnia wiernym odbiciem $wiata zewnetrznego i
praw nim rzadzacych, gdyz inaczej nie przetrwalibysmy. (K.

Lorenz, nagroda Nobla w 1973)



Czyli matematyka jest

@ w najgorszym przypadku, jezykiem nauki,

@ a w najlepszym, sz6stym zmystem, pomostem pomiedzy

naszym umystem a wszechswiatem.

Innymi stowy, poszukujemy odpowiedzi na pytanie, czy dzieki
matematyce nasz umyst moze przekroczy¢ granice wyznaczone
przez zmysty, konstruujac obiekty myslowe majace swoje
odpowiedniki we wszechswiecie, a niedostepne bezposrednio dla
zmystéw, i czy mozemy w wiarygodny spos6b uzywac tych obiektéw
do przewidywania zdarzen, ktére moga by¢ bezposrednio

weryfikowane.
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Czy w ogéle potrzebujemy matematyki w codziennym zyciu?

1. Czy jest jaki$ powdd, poza ciekawoscia, aby zada¢ sobie pytanie:

Czy, oprocz okregu, istnieja figury o statej szerokosci?

Figura o statej szerokosci nazywamy figure na ptaszczyznie o tej
wiasnosci, ze proste réwnolegte przylegajace do tej figury z obu

stron maja te samg odlegtos¢ bez wzgledu na kierunek.
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Rysunek: Tréjkat i wielokat Reuleaux
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Rysunek: Katastrofa wahadtowca Challenger
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Rysunek: Zdarzenia prowadzace do wybuchu
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Rysunek: Rakiety dodatkowe na paliwo state i piericienie uszczelniajace

Puste rakiety dodatkowe s odrzucane po wyczerpaniu sie paliwa,
wytawiane z oceanu, ciete poprzecznie na kawatki w ksztatcie rur w
celu utatwienia transportu i remontowane. Przekréj kazdej rury jest

badany pod wzgledem jego okragtosci.
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Jesli fragment jest uznany za niewystarczajaco okragty, jest on
ponownie ksztattowany, poniewaz poszczegélne fragmenty po
ztozeniu musza do siebie idealnie pasowaé, aby pierscienie
uszczelniajace uniemozliwiaty wyciek ptonacego paliwa. Jest to
szczegdlnie wazne w niskich temperaturach, gdy guma uszczelek

traci elastycznos¢.
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R. Feynman zauwazyt, ze w okresie startéw wahadtowcéw NASA
sprawdzato, czy rurowe fragmenty zbiornika sg okragte, dokonujac
zaledwie trzech pomiaréw jego szerokosci — jesli mierzona
szerokos¢ rury w trzech r6znych miejscach byta taka sama,

uznawano, ze rura jest okragta

Rysunek: Okrag wedtug standardéw NASA w 1986

J. Banasiak Modelowanie matematyczne — sukcesy i wpadki




Podstawy modelowania matematycznego.

W praktyce na ogét stosujemy podejscie ,Po drugiej stronie
zwierciadta”, to znaczy, uwazamy, ze nasze zmysty nie oszukujg nas
przekazujac nam bodzZce ze Swiata zewnetrznego, ale tez umyst
syntetyzujac te bodzce potrafi wyjs¢ poza doswiadczenie zmystéw
w spos6b spoéjny ze struktura wszechswiata. Innymi stowy,
wierzymy, ze poprawno$¢ przewidywan modeli nie jest szczesliwym
trafem, ale wynika z tego, ze nasz umyst jest odbiciem praw natury.
Musimy jednak nieustajaco pamieta¢, ze kazde takie ,wyjscie poza”
ma swoje granice i w zwiazku z tym musimy ciagle sprawdzaé, czy

ich nie przekroczylismy.
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Jak méwilismy wczesniej, modelem matematycznym nazywamy
abstrakcyjny obiekt, czesto réwnanie, ktdre opisuje w sposéb
ilosciowy zachowanie okreslonych obiektéw i, idealnie, umozliwia

prognozowanie ich zachowan.

o Model ruchu prostoliniowego ze statym przyspieszeniem a

at?
X(t) =Xp+ vt+ 7,

gdzie xp i vy to poczatkowe potozenie i predkos¢ obiektu.

o Ogodlniejsza wersja tego modelu to

gdzie m i x to masa i potozenie obiektu, zas F to dziatajaca

nan sita.
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Modelowaniem matematycznym nazywamy proces budowania i
analizowania modeli, opracowywania prognoz wynikajacych z tych

modeli i ich poréwnywania z danymi obserwacyjnymi.
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[ Matematyka czysta

Abstrahowanie

Analiza

Przyroda,
spoteczenstwo
lub technologia

Obliczenia —

Poréwnanie

Poprawki z danymi

JesteSmy z tego Swiata i zadna idea nie powstaje catkowicie w nas,

bez odniesien do Swiata zewnatrznego.

J. Banasiak Modelowanie matematyczne — sukcesy i wpadki



Pamietajmy, ze

o Modelowanie matematyczne to nie matematyka — nie mozna

udowodni¢, ze dany model jest poprawny.

Tak naprawde,
° Kazdy model jest btedny; pytaniem praktycznym jest, jak
bfedny musi on by¢, aby przestat by¢ uzyteczny.
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Sa jednak bardzo zte modele i catkiem dobre. Podsumowujac

wczesniejsza dyskusja, dobry model:

o Pozwala przewidywa¢ — modele s3 budowane na podstawie
zbioru danych do$wiadczalnych zebranych w okreslonych
warunkach. Jesli jestesmy w stanie wykona¢ podobne
doswiadczenie w innych warunkach, to otrzymane dane

powinny zgadzac sie z przewidywaniami modelu. Przykfadowo:
- ogoblna teoria wzglednosci — ugiecie $wiatta, fale grawitacyjne;
- réwnania Diraca — istnienie pozytonéw;

- teoria standardowa — istnienie bozonu Higgsa.
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@ Zawiera wczedniejsze sprawdzajgce sie modele jako podmodele:
- mechanika Newtona jest zawarta w teorii wzglednosci (szczegdlnej
i ogdlnej) jesli rozpatrujemy predkosci mate w stosunku do predkosci
$wiatta i rejony odlegte od duzych mas;
- mechanika kwantowa daje te same wyniki, co mechanika Newtona

jesli rozpatrujemy obiekty duzych rozmiaréw i nie za mate energie.
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Zty model.

o Bryty platonskie — wielosciany majace takie same wielokaty
jako sciany i réwne katy wieloscienne. Platon znat cztery takie
bryty i utozsamiat je z zywiotami — woda, ziemia, ogniem i
powietrzem. Gdy jego uczen odkryt dwunastoscian, Platon

uznat go za odpowiadajacy pierwiastkowi boskiemu (lub

wszechswiatowi).

A
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Johannes Kepler: 5 bryt platoriskich i 6 znanych planet, Merkury,
Wenus, Ziemia, Mars, Jowisz i Saturn — przypadek? Jesli bowiem
na sferze o promieniu orbity Merkurego opisa¢ osmioscian, a na nim
opisa¢ nastepnga sfere, to jej promien odpowiadaé bedzie
promieniowi orbity Wenus. Jesli na tej drugiej sferze opisaé
dwudziestoscian, a na nim kolejng trzecig sfere, to jej promien
odpowiada promieniowi orbity Ziemi. | tak kolejno dla nastepnych
wieloscianéw foremnych i planet: dwunastoscian — Mars,

czworoscian — Jowisz, szeScian — Saturn.
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Woyliczone promienie orbit zgadzaty sie mniej wiece] dwczesnymi

obserwacjami.

Prostota i logika modelu i jego zgodnos¢ z obserwacjami niewiele

moéwig O jego poprawnosci.
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Czy potrzebna jest matematyczna analiza modeli? Czy nie
wystarczy, po sformutowaniu modelu, wrzuci¢ go na komputer?

Zawsze co$ uzytecznego da sie wycisnac.

Efektem takiego myslenia jest historia pierwszego odrzutowego
samolotu pasazerskiego de Havilland Comet:

e 10 stycznia 1954, Comet pierwszej serii rozpadt sie w powietrzu u
wybrzezy Elby zabijajac wszystkie 35 0s6b na pokfadzie,

e 8 kwietnia 1954, Comet spadt do morza w poblizu Neapolu,

zabijajac wszystkie 21 oséb na poktadzie.
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Rysunek: Pierwsza (goéra) i pézniejsza (dét) wersja Cometa
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Rysunek: Wytowione szczatki Cometa i ich analiza — pekniecie przy rogu
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Dlaczego? Popatrzmy, co sie dzieje w poblizu rogu kwadratowego
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Rysunek: Komputerowe przedstawienie odksztatcen (gora) i naprezen
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O ile odksztatcenia wygladaja w porzadku, naprezenia rosna
dramatycznie — nazywamy to katastrofg gradientows, bo
naprezenia wyrazaja sie poprzez pochodne (gradienty) rozwiazan.
Samo wystapienie duzych naprezen nie musi by¢ grozne, natomiast
poddawanie materiatu wielokrotnym nadmiernym obciazeniom
prowadzi do tak zwanego zmeczenia materiatu, i we efekcie jego

pekniecia.

Co wiecej, koncentracja naprezen jest zjawiskiem lokalnym — tak
zwana zasada St. Venanta méwi, ze wptyw zaburzenia w maleje

bardzo szybko, gdy oddalamy sie od miejsca jego przytozenia.
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Dlaczego wiec Cometa skonstruowano tak, jak go skonstruowano?
e Réwnania s3 sformutowane dla odksztatcen, wiec ich rozwigzania
nie wykazuja osobliwosci. Dopiero analiza réwnan, ktéra bada
regularnos¢ rozwiagzan (czyli na przyktad whasciwosci pochodnych
rozwigzan), moze wykry¢ pojawienie sie katastrofy gradientowej.

e Réwniez zbyt mata ilos¢ punktéw w ktérych rozwigzanie jest
obliczane przez komputer moze nie wykry¢ duzych naprezen
pojawiajacych sie w bliskim sasiedztwie rogéw ze wzgledu na zasade
St. Venanta.

e Skoro tak, konstruktorzy byli nieSwiadomi mozliwosci wystapienia

katastrofalnego zmeczenia materiatu.
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Prawdopodobng przyczyna wypadkéw byty niechlujne obliczenia z
pominieciem analizy modelu — algorytmy obliczeniowy
skonstruowano bez zrozumienia osobliwosci rozwiazania i tego, jak

wptywaja one na doktadnos¢ i szybkos¢ obliczen.
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Jak tego uniknac?

e Pomysl, zanim witaczysz komputer. Staraj sie zrozumiec, jakie
wiasciwosci maja rozwigzania modelu na podstawie jego struktury.
Do tego stuzy analiza matematyczna. W tym przypadku istnieje
teoria matematyczna, ktéra

— pozwala wykry¢ katastrofe gradientows,

— podaje doktadny opis tego, jak ,zte” jest rozwiazanie koto rogu,
co pozwala ,usung¢” te osobliwosci z rozwigzania i przeprowadzi¢

normalne obliczenia.
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