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Zarys zagadnienia

Cel badawczy wyktadu: Estymowanie wielkosci populacji Szwecji w
perpektywie krétkookresowej (20-30lat).

Uzasadnienie: Po prawdzie ksigze Wilhelm (serial Netflix , Young
Royals") to posta¢ fikcyjna, ale jest nastepca tronu jak najbardziej
rzeczywistego kraju -Szwecji. Kiedy$ zostanie krélem (o ile nie zostanie
nim August) i bedzie miat swoich poddanych. Ciekawe zatem ilu? | w jaki
spos6b mozna dostepne dane demograficzne opracowac tak, by otrzymac
w miarg prosty i w miare sensownie prognozujacy model matematyczny.
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Dane demograficzne

Rok | Pop. Rok | Pop.

1570 | 900,000 1R§’:0 52‘;'2 =551 1980 | 8,318,000
1650 | 1,225,000 |-2nt5 e 2001 1990 | 8590,600
1700 | 1,485,000 | =ot—"om"cno 2000 | 8,882,800
1750 | 1,780,700 A 2010 | 9,415,600

1800 | 2,347,300 1970 | 8,081,300 2020 | 10,099,295
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Kilka wykreséw

0da850
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Model graficzny i jak go wyznaczny¢ analitycznie

0dr980

9,6

Funkcja liniowa (linia trendu) "prawie przybliza" badane przez nas dane
populacyjne. Jak te funkcje wyznaczy¢ (z najmniejszym mozliwym btedem,
czyli najlepszag mozliwg doktadnoscia)? Jak zweryfikowaé wynik? Czy jest

sens znajdowaé wielomian, ktérego wykres przechodzitby przez uzyskane
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Troche o danych i zarysie metody

Metoda ta stuzy do dopasowywania uktadéw danych najczesciej
przedstawionych graficznie i bedacych wynikami pomiaréw do postaci
krzywej o ktérej sadzi sig, ze dane najlepiej do niej pasujuja. Najproscie]
wiec "dopasowaé dane" do linii prostej (co zreszta odpowiada naszej
sytuacji).

Dane s3 to pary (t,s1), (t2, %) ,...., (tn, Sp) — czas i wynik pomiaru.
Jezeli dane "nie pasuj3" wizualnie do wykresu linii prostej to liczymy ich
logartymy naturalne

(ti,Ins1), (t2,Insp) ..., (tn, Insp)

i do dla nich szukamy wzoru interesujacej nas funkcji. Pojedyncze
(nieliczne) "odstajace od schematu" dane badz uéredniamy, badz
pomijamy.
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Wykres kontr-atakuje, czyli zlogarytmowane dane

17,000

16,500

Niestety w naszym przypadku logarytmowanie nie pomaga - raczej w
doborze zakresu danych pomoze nam historia.
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Jak znalez¢ te "linig¢ prosta"-czyli o optymalizacji

Funkcja f : R — IR posiada w punkcie xp argument minimum:

f(x) > f(x0) dla wszystkich x € R

Yol

= —t———
3 -2 -1 0 1 2 3
X

Wykres funkcji f (x) = x> + 3 i jej stycznej w xo = 0
Argmin xo = 0, ' (xp) = 0, styczna y = 3. Pochodna

/

f(x)= (x2)/ = 2x. Ogoélniej: (x”), =nx"ldlan=1,23,..,
(const)/ = 0. Styczna do wykresu f w (xo, f (x0)):

y = f (x0) (x = x0) + f (x0)
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Wiecej zmiennych- co wtedy?

Funkcja f : R x R — R posiada w punkcie (xp, o) argument minimum:

f(x,y) > f(x0, %) dla wszystkich (x,y) € R xR

Xy

Wykres (x — 1)2 + (v + 1)2 — 2 oraz ptaszczyzny z = —2

!

Argmin (x0, y0) = (1, 1), f, (x0,¥0) = f): (x0,¥0) =0, styczna z = =2
réwnolegta do ptaszczyny OXY'.
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Dla zbioru danych (t1,s1), (t2, %), ..., (tn, Sn) poszukujemy funkcji
r(t) = b+ at

takiej, ze suma

(r(t1) = 51)* + (r(82) = £2)* + ...+ (r(ts) = 51)°
jest mozliwie najmniejsza. Kilka pytan:

a) czemu brakuje pierwiastka?

b) czemu kwadraty nie moduty?

c) czym sie ta funkcja rézni od poznanych funkcji kwadratowych?
d) skad wiemy, ze taka suma bedzie mozliwie najmniejsza?

e) ile jest zmiennych?
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Kilka odpowiedzi:

a) poszukajmy argumentu minimum funkgcji 4/ (x — 3)2 + 5 oraz

(x —3)% 45 i poréwnajmy;

b) to samo zadanie dla funkgji |x — 3| 4 5 oraz (x — 3)* +5;

c)-d) dowiecie si¢ tego na studiach na kierunkach Matematyka Stosowana,
Aktuariat i Analiza Finansowa lub Mathematical Methods in Data
Analysis na najlepszym wydziale Politechniki Lédzkiej -FTIMSie:-)
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To jaki w koncu jest ten wzér (wariacie)?

Podamy teraz wzory na wspétczynniki a, b we wzorze aproksymacji

Sredniokwadratowe;j
r(t) = b+ at.

Oznaczmy

Wtedy
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llu poddanych bedzie mie¢ Wilhelm?

Obserwacja: zeby na to pytanie dobrze odpowiedzie¢ musimy stwiedzié
(przy pomocy naszego modelu) ilu poddanych miata w 2022 krélowa

Kristina. Model musimy wytestowa¢ na dostepnych danych. Wybierzmy
dane:

| 1980=1 | 8,318,000 |.....| 2010=4 | 9,415,600 | 2020=>5 | 10,099,238

_ 5 1
t= 5 5= 2 (8318 + 8590.6 + 8882.8 + 9415.6) = 8801.8
% (1-8318+2-8590.6+ 3-88382.8+4-9415.6) — % -8801.8

a= D242+ 32142)— (3)2

= 358.4

b= 8801.8 — g -358.4 = 7905.8

r(t) = 7905.8 +358.4 - t oraz r(5) = 7905.8 + 358.4 - 5 = 9697. 8
Jaki jest btad?
10099 — 9697. 8
10099

czyli 3.97%
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Jak poprawi¢ otrzymany wynik?

@ Brac "gestsze wyniki" - spis roczny; zwiekszy¢ doktadno$¢ obliczen?

@ Oddzielnie estymowaé prowincje oraz grupy narodowoSciowe.

© Uwzgledni¢ migracje.

@ Zastanowic sig, czy uzyskany tak prostymi metodami model jest juz
optymalny.
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Zastosujmy rozwigzanie nr 1

Dane:
https://www.worldometers.info/world-population /sweden-population/

| 2020=12 | 10,099,295 |

r(t) =9.2852 x 10° 4 68209 - ¢

r(12) = 9.2852 x 10° 4 68209 - 12 = 1.0104 x 10’
Jaki jest btad?

110099295 — 1.0104 x 10|

H 0,
10099295 eyl 4.7%

Czyli trzeba szukac lepszego doboru danych, albo pozostaé przy
otrzymanym wcze$niej oszacowaniu.
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llu poddanych bedzie miat #Wilmon (wg modelu)

Przypomnijmy wzér
r(t) = 7905.8 + 358.4 - t,

gdzie t = 1 oznacza 1980, t = 2 oznacza 1990. ZatozyliSmy, ze interesuje
nas perspektywa 20 lat, a zatem

r(7) = 7905.8 + 358.4 - 7 = 10 415

Zatozywszy, ze Wilhelm wstapi na tron w 2060 (krélowe zyjg dos¢ dtugo),
to

r(9) = 7905.8 +358.4- 9 = 11 131.
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Tack for din uppmarksamhet
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