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Nie lubie poniedziatku...,

a w szczegdlnosci tego z poczatku pazdziernika, kiedy ogtoszono,
ze inflacja w Polsce we wrzedniu wyniosta 17,2 %. Jednoczesnie
rzad zapowiedziat ,podwyzke" pensji nauczycieli o 4,4 %.

W rezultacie nalezy tak naprawde moéwié, ze wtadze zarzadzity
obnizke wynagrodzen, tylko o ile? Czy o0 17,2 - 4,4 (= 12,8)
procent, jak twierdzity niektére, stusznie zreszta oburzone osoby?
Przetestujmy te hipoteze.

Przyktad

W 1989 r. inflacja w Polsce wyniosta ok. 250 %, a wiec ceny
wzrosty srednio 3,5 raza. Zatézmy, ze nasze wynagrodzenie wzrosfo
w tym czasie o 100 %. Wedtug hipotezy pensja zmalataby

0 150 %, co oznaczatoby, ze to my mielibysmy ptaci¢ pracodawcy
kwote odpowiadajaca pofowie naszego wynagrodzenia. Nie jest to
prawda i tym samym obalilismy hipoteze.
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Whtorek — analizujemy ,,podwyzke “

Dzi$ chcemy wyznaczy¢ wzér na wskaznik obnizki pensji wyrazony
w procentach. Oznaczmy przez wy wielko$¢ naszego
wynagrodzenia przed inflacja, przez s stope inflacji w procentach

i przez p podwyzke pensji w procentach. Jesli mielibySmy nie
odczué skutkéw inflacji to nasza nowa pensja powinna wynosié
(14 5/100)wyp, a tymczasem wynosi (1 + p/100)wy. Ponosimy
wiec strate réwna réznicy tych liczb tj., po przeksztatceniach,

(s — p)wp/100. Stanowi to nastepujaca cze$¢ naleznego
wynagrodzenia (w procentach):

(s — p)wo s—p
-100 = - 100.
100 (1 + 155) wo 100 + s

Przy s = 17,2 i p = 4,4 otrzymamy wiec, ze sita nabywcza naszej
pensji spadnie o0 10,92 %, a nie 0 12,8 %. Przy s =250 i p = 100
dostaniemy 42,86 %.
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Sroda — planujemy zakupy

Nieco pokrzepieni wtorkowymi rachunkami, a z drugiej strony,
biorac pod uwage, ze inflacja narasta, postanawiamy wyda¢ cze$¢
naszych oszczedno$ci na zakup sprzetu AGD. W planach mamy
kupno 5 produktéw: lodéwki (2500 zt), kuchni indukcyjnej (2000
zt), pralki (1500 zt), zmywarki (1300 zt) i kuchenki mikrofalowe;j
(1000 zt). W radiu TOK FM ustyszeliSmy o interesujacej promocji
w sklepach Media Expert przy zakupie kilku artykutéw: drugi
(tanszy) produkt 25 % taniej, trzeci 50 % taniej, czwarty 75 %
taniej, a piaty za ztotéwke. (Te obnizki obowiazuja, odpowiednio,
przy zakupie 2, 3, 4 i 5 produktéw.) Decydujemy sie skorzystaé z
tej promocji, tylko jak to zrobi¢ najlepiej? Zostawiamy ten problem
na nastepny dzien.
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Czwartek — analizujemy promocje w Media Expert

Dla i =1,2,3,4,5 oznaczmy przez p; cene i-tego produktu
i ustawmy je w porzadku nierosnacym, a wiec

p1 2> p2 2> P32 pa = Ps.

Dla uproszczenia przyjmiemy, ze piaty produkt otrzymamy za
darmo. W zaleznosci od wyboru wariantu promocji mozemy
zaptacic:

S1=p1+ p2+ p3s+ pa, gdy wybierzemy sugerowana promocje;
S=(p1+p2+p3+ %p4) + ps, przy promocji dla 4 artykutéw;
S3=(p1+p2+ ip3) + (pa+ 3ps) (korzystamy z promocji 2 razy);
Sa = (p1+ 3p2) + (p3+ pa + 5p5) (jw.);
Ss = (p1+3p2) + (p3+ 3pa) + ps (j-w.);
S = p1+ (P2 + 3p3) + (pa + 3ps) (jw.).

tatwo jednak zauwazy¢, ze Ss < Sg: w przypadku 5. nasz zysk
1 1
wynosi z(p2 + pa), aw 6. 7(p3 + ps).



Czwartek — analizujemy promocje w Media Expert

Pozostaje wiec poréwnaé warianty 1-5. Dla przyktadu zbadamy,
kiedy wariant 3. jest najkorzystniejszy. Jest tak, gdy ceny artykutéw
spetniaja nastepujacy ukfad nieréwnosci:

pL+ P2+ Sp3+patips <pL+p2+pstpa
P1+P2+*P3+P4+1P5<P1+P2+P3+%P4+P5
p1+pz+%p3+p4+§p5<p1+§pz+p3+p4+%p5
pL+p2+ips+pat+ ps <pitipatps+ Spatps.

Po prostych przeksztatceniach powyzszy uktad przybiera postacé:
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Czwartek — analizujemy promocje w Media Expert

3ps < 2p3

3pa < 2p3 + ps

p2 + ps < 2p3

p2 + pa < 2p3 + ps.

Uwzgledniajac, ze interesuja nas takie rozwiazania
(P1, P2, P3; Pa; ps), ze 0 < ps < pg < p3 < p2 < p1 otrzymujemy:

ps>0ips € (0,3p3]
Pa € [ps, 3ps + 5ps] (wtedy ps < ps < ps(!))
p2 € [p3, min{2p3 — ps,2p3 — pa + ps}] i p1 € [p2,0).

Zauwazmy, ze jesli spetnione sa dwa pierwsze warunki to

2ps — ps > 3p3 i 2p3 — pa+ ps > 3p3 + 3ps wiec przedziat do
ktorego ma nalezeé py jest niepusty. W szczegélnosci interesujaca
nas piatka (2500,2000, 1500, 1300, 1000) spetnia powyzsze warunki
wiec wariant 3 jest dla nas najkorzystniejszym wyborem.
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Piatek — stresujacy dzien zakupoéw

Po czwartkowych przemysleniach idziemy pewnym krokiem do
sklepu Media Ekspert i dokonujemy planowanych zakupéw sprzetu
AGD, rozktadajac je na dwa oddzielne paragony. Sprzedawca dziwi
sie, ze nie chcemy mie¢ kuchenki mikrofalowej za darmo, ale my
wiemy swoje. Reszte dnia spedzamy naprzemiennie wtaczajac

i wytaczajac zakupione urzadzenia, dopdki nie wystrzelity nam
bezpieczniki, gdy wtaczyliSmy je wszystkie naraz.
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Sobota — na rowerach wokét Tatr

Dla odreagowania stresu zwiazanego z zakupami i pierwszymi
prébami eksploatacji nowego sprzetu, wybieramy sie na rowerach
na petle wokét Tatr. JesteSmy na Stowacji na 130. kilometrze tej
petli. Przed nami ciezki, 10-kilometrowy podjazd w kierunku
Hucianskiej Przeteczy, za ktéra czeka nas z kolei 10-kilometrowy,
stromy zjazd. Podjezdzamy z predko$cia 8 km/godz. i stwierdzam,
ze na catym tym 20-kilometrowym fragmencie bedziemy mie¢ niska
predko$¢ $rednia, nie wieksza niz 15 km/godz. Méj kolega jest
jednak innego zdania i twierdzi, ze bez problemu nadrobimy to na
zjezdzie: on zjechat tam kiedys$ ze $rednia predkoscia 72 km/godz.
Zatem ostatecznie, jego zdaniem, uzyskamy $rednia 40 km/godz.
Czy moze zmeczenie sprawito, ze mogtem nie mie¢ racji?
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Sobota — na rowerach wokét Tatr

Oznaczmy przez v; $rednia predko$¢ podjazdu o dtugosci s, a
przez v» Srednia predko$¢ zjazdu o tej samej dtugosci. Czas
podjazdu wynosi wiec s/vi, a czas zjazdu s/vp. Zatem predkosé
$rednia wyznaczymy ze wzoru:

2s 2vivo 2vq

s/vi+s/va N vi+w N V1/V2+1'

Szukana predko$¢ jest wiec Srednia harmoniczna predkosci vy i vs.
W opisanej sytuacji wynosi ona %—?7722 czyli 14,4 km/godz.
Zauwazmy, ze gdy w powyzszym wzorze vo — 00 (co wg fizykdw
nie jest mozliwe) to w granicy otrzymamy 2v;. Zatem nawet
gdybysmy zjezdzali z predkoscia swiatfa to i tak nie przekroczymy
progu 16 km/godz.

Morat: chcac uzyskaé w gérach dobra predkos¢ Srednia, nie mozna
,odpuszczaé" na podjazdach.
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Niedziela — ogladamy szyszki i kwiaty, rozmys$lamy

Po sobotnich zmaganiach idziemy na relaksacyjny spacer do
iglastego lasu. Ogladamy szyszki modrzewia, sosny i $wierka. W
szyszkach dostrzegamy uktady spiralne: u modrzewia 3 spirale
lewoskretne i 5 prawoskretnych, u sosny, odpowiednio 5i 8, a u
Swierka 8 i 13. Wychodzac z lasu dostrzegamy pole z rosnacym
stonecznikiem. Ogladamy jego kwiaty i ponownie dostrzegamy
uktady spiralne. Zaintrygowani tym widokiem znéw badamy liczbe
spiral lewo- i prawoskretnych: w mtodych kwiatach jest ich 13 i 21,
a w starszych 21 i 34, badz nawet 34 i 55. Patrzymy na liczby
zapisane do tej pory w notatniku: 3,5,8,13,21,34,55. Rozmys$lamy
czy jest w tym jaka$ prawidtowos¢. Po chwili refleksji zauwazamy,
ze kazda liczba w tym ciagu — poczynajac od trzeciej — jest suma
dwdéch liczb ja poprzedzajacych. Ta wtasnosé zachowa sie, jesli
dostawimy w tym ciagu na poczatku liczby 1,1 i 2 dostajac ciag
(Fn) postaci:
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Niedziela — ogladamy szyszki i kwiaty, rozmys$lamy

(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610, 987, ...).

Ciag (F,) po raz pierwszy pojawit sie w pracy z 1202 r. wtoskiego
matematyka, Leonarda Fibonacciego w zwiazku z badaniem
modelu rozmnazania sie krélikéw. Ciag Fibonacciego mozna
zdefiniowa¢ indukcyjnie:

F1=1, I, =1, Fhy2 = Fpp1+F, dla dowolnej liczby naturalnej n.

Rozwazmy teraz zbidr wszystkich ciagéw Fibonacciego
(niekoniecznie zaczynajacych sie od wyrazéw 1 i 1). Zauwazmy, ze
wystarczy zna¢ dwa pierwsze wyrazy takiego ciagu, by méc
wyznaczy¢ jakikolwiek inny jego wyraz. Z tego wzgledu dowolny
ciag Fibonacciego mozna w pewnym sensie utozsami¢ z punktem
ptaszczyzny (a1, a2). Zauwazmy dalej, ze taki punkt mozna
przedstawi¢ w postaci:
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Niedziela — ogladamy szyszki i kwiaty, rozmys$lamy

(a1,a2) = a1(1,0) + a»(0, 1).

(W algebrze liniowej méwimy wtedy, ze zbiér {(1,0),(0,1)} jest
baza przestrzeni R2.) Okazuje sie, ze analogicznie mozna opisaé
dowolny ciag Fibonacciego (a,):

(an) = a1(1,0,1,1,2,3,5,8,...) + a»(0,1,1,2,3,5,8,13, ...).

(Zbior {(1,0,1,1,2,3,5,8,...),(0,1,1,2,3,5,8,13,...)} jest baza

przestrzeni ciagéw Fibonacciego.) Nie sa to jedyne bazy.

W przypadku ptaszczyzny baza jest dowolny zbiér 2 wektoréw nie
majacych tego samego kierunku, np. zbiér {(1,1),(1,2)}. Istotnie,

(31, 82) = (231 — 32)(1, 1) + (82 — al)(l, 2).
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Niedziela — ogladamy szyszki i kwiaty, rozmys$lamy

Podobna obserwacja dotyczy zbioru ciagéw Fibonacciego: baza jest
tu dowolny zbidr 2 ciagéw Fibonacciego, majacych ,rézne
kierunki“, tj. zaden z nich nie powstaje przez wymnozenie wyrazéw
tego drugiego ciagu przez pewna liczbe.

Sprébujemy znalez¢ teraz dwa takie ciagi szukajac ich wérdd
ciagéw geometrycznych postaci (g"1), gdzie q # 0. Taki ciag jest
ciagiem Fibonacciego wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby
naturalnej n,

1

q”"’1 =q"+q"" czyli q2 =qg+1.

To réwnanie kwadratowe ma 2 rozwiazania:

1-5 . 14++5
qr = 5 g = 5
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Niedziela — ogladamy szyszki i kwiaty, rozmys$lamy

Zbiér {(qffl), (qgfl)} jest baza przestrzeni ciagéw Fibonacciego.
Zatem dla badanego ciagu istnieja takie liczby x, y, ze

n—1 n—1
(1,1,2,3,5,8,...):x((1_2\/§> )+y(<1+2\/§> )

Stad otrzymamy, ze

1-v5  1+45
+y .

1= i 1=
X+y X > >

Rozwiazujac ten ukfad réwnan tatwo otrzymamy, ze

Vb—1 . V5 +1

2\/§Iy N
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Niedziela — ogladamy szyszki i kwiaty, rozmys$lamy

Na koniec mozemy nacieszy¢ oczy koncowym wzorem na n-ty
wyraz badanego ciagu Fibonacciego:
1

1+v5\"  [1-v5)"
V5 2 2 ’
Jest zaskakujace, ze do opisu ciagu (F,), ktérego wyrazy sa
liczbami naturalnymi trzeba byto uzy¢ liczb niewymiernych!

Fn=

Matematyka jest petna niespodzianek.
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