Czy pizza juz wystygta, czy tez jeszcze nie?
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Okreslenie problemu

Problem

Po upieczeniu pizzy w temperaturze 350°F, w ciagu 5 minut po
wyjeciu z pieca, jej temperatura spadta do 340°F, przy czym
temperatura w kuchni wynosi 75°F. lle jeszcze trzeba odczeka¢, aby
temperatura pizzy spadta do 300°F?
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Okreslenie problemu

Problem

Zadanie

Po upieczeniu pizzy w temperaturze 350°F, w ciagu 5 minut po
wyjeciu z pieca, jej temperatura spadta do 340°F, przy czym
temperatura w kuchni wynosi 75°F. lle jeszcze trzeba odczeka¢, aby
temperatura pizzy spadta do 300°F?

Przeliczanie stopni Fahrenheita na Celsjusza

4
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wyjeciu z pieca, jej temperatura spadta do 340°F, przy czym
temperatura w kuchni wynosi 75°F. lle jeszcze trzeba odczeka¢, aby
temperatura pizzy spadta do 300°F?

Przeliczanie stopni Fahrenheita na Celsjusza

4
C:(F—32)-g:gF—17§

350°F ~ 177°C, 340°F ~ 171°C

dr Artur Wachowicz, prof. Pt Instytut Matematyki Politec  Czy pizza juz wystygta, czy tez jeszcze nie?



Okreslenie problemu

Problem

Zadanie

Po upieczeniu pizzy w temperaturze 350°F, w ciagu 5 minut po
wyjeciu z pieca, jej temperatura spadta do 340°F, przy czym
temperatura w kuchni wynosi 75°F. lle jeszcze trzeba odczeka¢, aby
temperatura pizzy spadta do 300°F?

Przeliczanie stopni Fahrenheita na Celsjusza

4
C:(F—32)-g:gF—17§

350°F ~ 177°C, 340°F ~ 171°C

300°F ~ 149°C, 75°F = 24°C
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Model fizyczny problemu

| Prawo stygniecia Newtona

Prawo to okresla z jaka szybkoscig ciata przekazuja sobie energie
cieplna.
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Model fizyczny problemu

| Prawo stygniecia Newtona

Prawo to okresla z jaka szybkoscig ciata przekazuja sobie energie
cieplna.

Tres¢ prawa

Szybkos¢ zmian temperatury ciata jest proporcjonalna do réznicy
temperatury ciafa i otoczenia.
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Model fizyczny problemu

| Prawo stygniecia Newtona

Prawo to okresla z jaka szybkoscig ciata przekazuja sobie energie
cieplna.

Tres¢ prawa

Szybkos¢ zmian temperatury ciata jest proporcjonalna do réznicy
temperatury ciafa i otoczenia.

Zatozenie modelowe

Rozwazymy model, w ktérym pojemnos¢ cieplna otoczenia jest
duzo wieksza niz pojemnos¢ cieplna rozwazanego obiektu.
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Model fizyczny problemu

| Prawo stygniecia Newtona

Prawo to okresla z jaka szybkoscig ciata przekazuja sobie energie
cieplna.

Tres¢ prawa

Szybkos¢ zmian temperatury ciata jest proporcjonalna do réznicy
temperatury ciafa i otoczenia.

Zatozenie modelowe

Rozwazymy model, w ktérym pojemnos¢ cieplna otoczenia jest
duzo wieksza niz pojemnos¢ cieplna rozwazanego obiektu. Tym
samym bedziemy zakfada¢, ze temperatura otoczenia jest stata.
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Rozwiazanie zadania

Rozwigzanie zadania

Oznaczenia

e T (t) - temperatura pizzy w chwili t
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Rozwigzanie zadania

Oznaczenia

e T (t) - temperatura pizzy w chwili t

@ tp - temperatura otoczenia (w kuchni)

Interpretacja | prawa stygniecia

Szybkos$¢ zmian temperatury pizzy jest wyznaczana przez T'(t),
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Rozwiazanie zadania

Rozwigzanie zadania

Oznaczenia

e T (t) - temperatura pizzy w chwili t

@ tp - temperatura otoczenia (w kuchni)

Interpretacja | prawa stygniecia

Szybkos$¢ zmian temperatury pizzy jest wyznaczana przez T'(t),
a poniewaz jest proporcjonalna do T (t) — tp, wiec

T'(t)=k-(T(t)—ty), t>0

dla pewnej statej proporcjonalnosci ke R.
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie zadania - c.d.

Uwzgledniajac warunki zadania otrzymujemy:

T(t)=k-(T(t)—75), t>0
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Rozwiazanie zadania - c.d.

Uwzgledniajac warunki zadania otrzymujemy:

T'(t)=k-(T(t)—75), t>0
przy czym T(0) = 350.
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Rozwiazanie zadania - c.d.

Uwzgledniajac warunki zadania otrzymujemy:

T(t)=k-(T(t)—75), t>0

przy czym T(0) = 350.
Zatozymy modelowo, ze T(t) > 75 dla t > 0.
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie zadania - c.d.

Uwzgledniajac warunki zadania otrzymujemy:

T(t)=k-(T(t)—75), t>0

przy czym T(0) = 350.
Zatozymy modelowo, ze T(t) > 75 dla t > 0.
Przeksztatcajac réwnanie otrzymujemy:

T'(t)
— 7 =k t > 0.
T(t)—75 , 120
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Skoro dwie funkcje pierwotne réznia sie o stata, wiec wyliczajac
funkcje pierwotne obu stron réwnania

T'(t)

— ) —k t>0
T(e)—75 ’
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Skoro dwie funkcje pierwotne réznia sie o stata, wiec wyliczajac
funkcje pierwotne obu stron réwnania

!
&:kv tZO,
T(t)—75

otrzymujemy nastepujace réwnanie

In(T(t) —75)=kt+C, t>0, CeR.
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Skoro dwie funkcje pierwotne réznia sie o stata, wiec wyliczajac
funkcje pierwotne obu stron réwnania

!
&:kv tZO,
T(t)—75

otrzymujemy nastepujace réwnanie

In(T(t) —75)=kt+C, t>0, CeR.

Z definicji logarytmu i wtasnosci potegowania widzimy, ze:

T(t)—75=ettC =eC. el = ek t>0, CeR, G >0.
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Uwzgledniajac warunek T(0) = 350 mozemy z réwnania

T(t)—75=C - ek

wyliczyé stata Ci:

dr Artur Wachowicz, prof. Pt Instytut Matematyki Politec.  Czy pizza juz wystygta, czy tez jeszcze nie?



Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Uwzgledniajac warunek T(0) = 350 mozemy z réwnania

T(t)—75=C - ek

wyliczyé stata Ci:

350 — 75 = (- 1, czyli G = 275.
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Uwzgledniajac warunek T(0) = 350 mozemy z réwnania
T(t)—75=C - ek
wyliczyé stata Ci:
350 — 75 = (- 1, czyli G = 275.

Zauwazmy zatem, ze rozwigzanie ogélne problemu ma posta¢:

T(t) =754 275e, t > 0.
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Jako ostatni brakujacy element w réwnaniu
T(t) =75 + 275e"*

wyznaczymy wspétczynnik proporcjonalnosci k.
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Jako ostatni brakujacy element w réwnaniu
T(t) =75 + 275e"*

wyznaczymy wspétczynnik proporcjonalnosci k.
Wykorzystamy w tym celu informacje, ze pizza po 5 minutach od
wyjecia z pieca obnizyta temperature do 340°F.
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Jako ostatni brakujacy element w réwnaniu
T(t) =75 + 275e"*

wyznaczymy wspétczynnik proporcjonalnosci k.
Wykorzystamy w tym celu informacje, ze pizza po 5 minutach od
wyjecia z pieca obnizyta temperature do 340°F.
Mamy wiec
340 = T(5) = 75 + 275e°K
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Rozwiazanie - c.d.

Jako ostatni brakujacy element w réwnaniu
T(t) =75 + 275e"*

wyznaczymy wspétczynnik proporcjonalnosci k.
Wykorzystamy w tym celu informacje, ze pizza po 5 minutach od
wyjecia z pieca obnizyta temperature do 340°F.
Mamy wiec
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265 = 27565,
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Jako ostatni brakujacy element w réwnaniu
T(t) =75 + 275e"*

wyznaczymy wspétczynnik proporcjonalnosci k.
Wykorzystamy w tym celu informacje, ze pizza po 5 minutach od
wyjecia z pieca obnizyta temperature do 340°F.
Mamy wiec
340 = T(5) = 75 + 275e°K
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Jako ostatni brakujacy element w réwnaniu
T(t) =75 + 275e"*

wyznaczymy wspétczynnik proporcjonalnosci k.
Wykorzystamy w tym celu informacje, ze pizza po 5 minutach od
wyjecia z pieca obnizyta temperature do 340°F.
Mamy wiec
340 = T(5) = 75 + 275e°K
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Rozwiazanie - c.d.

Jako ostatni brakujacy element w réwnaniu
T(t) =75 + 275e"*

wyznaczymy wspétczynnik proporcjonalnosci k.
Wykorzystamy w tym celu informacje, ze pizza po 5 minutach od
wyjecia z pieca obnizyta temperature do 340°F.
Mamy wiec
340 = T(5) = 75 + 275e°K
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Jako ostatni brakujacy element w réwnaniu
T(t) =75 + 275e"*

wyznaczymy wspétczynnik proporcjonalnosci k.
Wykorzystamy w tym celu informacje, ze pizza po 5 minutach od
wyjecia z pieca obnizyta temperature do 340°F.
Mamy wiec
340 = T(5) = 75 + 275e°K

25 53 53
265 = 275k, %k = = — == 5k =|n—
05 =275e™, e = oo = 55 "55

Ostatecznie k = %ln% ~ —0,007048.
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Funkcja zmiennosci temperatury pizzy jest zatem postaci:

T(t) = 75 + 2759007048t " > .
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Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Funkcja zmiennosci temperatury pizzy jest zatem postaci:

T(t) =75+ 275 200704t > 0.

Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie po jakim czasie pizza osiggnie
temperature 300°F :
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Funkcja zmiennosci temperatury pizzy jest zatem postaci:

T(t) =75+ 275 200704t > 0.

Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie po jakim czasie pizza osiggnie
temperature 300°F :

300 = 75 + 2756_0’007048t, e—0,007048t — 9/11
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Funkcja zmiennosci temperatury pizzy jest zatem postaci:

T(t) =75+ 275 200704t > 0.

Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie po jakim czasie pizza osiggnie
temperature 300°F :

300 = 75 + 2756_0’007048t, e—0,007048t — 9/11

9
— 48t = In—
0,007048t Ny

dr Artur Wachowicz, prof. Pt Instytut Matematyki Politec.  Czy pizza juz wystygta, czy tez jeszcze nie?



Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie - c.d.

Funkcja zmiennosci temperatury pizzy jest zatem postaci:

T(t) =75+ 275 200704t > 0.

Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie po jakim czasie pizza osiggnie
temperature 300°F :

300 = 75 + 2756_0’007048t, e—0,007048t — 9/11

9
—0,007048t = Inﬁ, t ~ 28,5 [min].
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Zadanie konkursowe

Tres¢ zadania

W pomieszczeniu o statej temperaturze 70°F pieczono przez 20
minut pizze w temperaturze 350°F. Po pewnym czasie od wyjecia
pizzy z pieca (doktadnie o godzinie 14°°) miata ona temperature
wynoszaca 320°F.

O godzinie 15% ponownie zmierzono temperature pizzy i wyniosta
ona 280° F. O ktdrej godzinie pizza zostata wstawiona do
pieca?
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Zadanie konkursowe

DZIEKUJE ZA UWAGE !I!
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