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czyli jak ustalić, który z klubów piłkarskich jest najlepszy?
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Matematyka użyteczna jest piękna,

a piękna matematyka jest użyteczna...
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Rankingi i Ratingi
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Rating (czyli ocena) i ranking to podobne pojęcia, ale nie są wymienne.

Oto podsumowanie różnic między tymi pojęciami w ankietach badawczych.

• W ratingu chodzi o przypisanie oceny, ze względu na określone kryteria.
Tę samą ocenę można przypisać więcej niż jednemu elementowi.

W oparciu o takie oceny sporządza się standing, czyli zestawienia ocen.

• W rankingu chodzi o uporządkowanie ocenianych elementów, zwykle we-
dług określonych preferencji.

Tylko jeden element może zajmować każdą pozycję, więc oceniający musi
dokładnie przemyśleć i wybrać, który z nich zajmie pierwsze, drugie itd.
miejsce.
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Rating

Rating, czyli ilościowa ocena, wynika na ogół ze spełnienia określonych
kryteriów i prowadzi do zestawienia.
To z kolei, na ogół, prowadzi do sporządzenia rankingu, czyli kolejności.

Ale czy zawsze uzyskany ranking jest miarodajny? To zależy od metody
ratingowej.

Ranking

W wielu sytuacjach ranking jest efektem, niekiedy wielopłaszczyznowych
porównań lub rywalizacji.

Która pralka jest lepsza:

ładna, lecz energochłonna, czy

brzydka, lecz energooszczędna?
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Rankingi sportowe

Turniej 4 drużyn piłki nożnej

Kierunek strzałki informuje która drużyna wygrała, a etykieta informuje jaki
był wynik rywalizacji. Przykładowo: drużyna 3 wygrała z drużyną 4 zdoby-
wając 3 bramki, a tracąc 1 bramkę.

Która z drużyn jest najlepsza? Rozstrzygnięcie nie jest bynajmniej proste.
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Turniej 9 drużyn koszykówki

Kierunek strzałki informuje która drużyna wygrała, a etykieta informuje o
liczbie oddanych zdobytych punktów (np. drużyna 2 straciła 4 punkty w
rywalizacji z drużyną 1).

Która z drużyn jest najlepsza?.
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NBA

Graf pierwszych trzech dni zmagań NBA w sezonie 2018-2019
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Jak oceniane są drużyny sportowe?

Większość sportów wykorzystuje systemy ratingowe oparte na założeniu, że
za każdy mecz drużyna zdobywa określoną liczbę punktów w zależności od
ich wyników (np. 2 punkty zwycięstwo, 1 remis, 0 przegrana).

Najprostszy ranking drużyn opiera się wtedy na całkowitej liczbie punktów,
które zgromadzili w trakcie sezonu.

Taki ranking jest, na ogół, niesprawiedliwy.
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Turniej szachowy

szachowy.jpg

• Zwycięstwo 1 pkt;
• przegrana 0 pkt;
• remis 1/2 pkt.
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6 zawodników: A, B, C, D, E i F. Oto wyniki:

szachowy.jpg

Zauważmy, że:

• Zawodnik D (najgorszy) wygrał A (najlepszym);

• Wynik uzyskany przez D nie uwzględnia wartości pokonanych przeciwników;

• A i C uzyskali tę sama liczbę punktów, choć A wygrał z C.

Konkluzja

Czy raczej nie należy porównywać zawodników parami i na tej podstawie
ustalać sprawiedliwszy (?) rating, a – na jego podstawie – lepszy ranking?

W. Kryszewski Ranking sportowy



NBA Ranking Most Valuable Player

Nie zawsze „najbardziej wartościowy zawodnik"jest pierwszy w rankingu!
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Porównania parami i rankingi

• Zestawienia (standings): zestawienie ocenianych obiektów z punktu widzenia

określonego kryterium: np. spożycie kawy lub czytelnictwo książek w krajach

Europy itp. (Uwaga: konieczność normalizacji).

Zestawienia dają zawsze porządek liniowy: A¾B ¾C ¾ ....

Może mieć charakter uśrednienia: rankingi wielokryterialne (np. ranking liceów).

• Porównania parami: Analiza porównawcza obiektów wg. określonych preferencji

(np. która z dwóch pralek jest lepsza?)

Zwykle brak porządku liniowego (występowanie „cykli"): kamień > nożyce > papier

> kamień

Ranking porównawczy

Mając analizę porównawcze dokonujemy „wartościowania” i szukamy me-
tod stworzenie rankingu możliwie dokładnie odzwierciedlającego uzyskane
rezultaty analizy porównawczej.
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Ranking spektralny

• M. Kendall i B. Babington Smith, 1939: analiza obiektów z punktu widzenie

pewnej cechy, np. „urody” (paired comparison); tworzy się macierz preferencji i

sumuje wiersze. Tę metodę zastosowaliśmy poprzednio tworząc ranking szachowy.

• J. Seeley, 1949: analiza porównawcza, lecz osądy są ważone (przecież obiekt

może być „znacznie ładniejszy” lub wynik meczu (a nie tylko kto wygrał) powinien

się liczyć. Jak to zrobić?

• T. Wei, L. Katz, 1953: pierwsza odpowiedź na to pytanie, pierwsze użycie

twierdzenia Perrona-Frobeniusa.
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Ranking spektralny

• James Keener 1993: pierwsze zastosowania algebry liniowej i twierdzenia Perrona

Frobeniusa do tworzenia rankingów sportowych (liga, rozgrywki pucharowe,

rywalizacja)
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Przypuśćmy, że ustalamy ranking n rywalizujących drużyn, które będziemy
oznaczać i , j , gdzie i , j = 1,2, ...,n.

Metoda Keenera opiera się na następujących założeniach:

Założenia w metodzie Keenera

Każdej drużynie i należy przypisać wartość wi > 0 odzwierciedlającą
jej osiągnięcia w danym sezonie (rating);

wartość wi drużyny i zależy od wartości drużyn, z którymi
rywalizowała i od wyników: więcej znaczy zwycięstwo nad silnym
przeciwnikiem lub urwanie punktów silnej drużynie nawet w
przegranym meczu;

zestawienie wartości wi , dla i = 1,2, ...,n, od największego do
najmniejszego daje pożądany ranking.
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Przykład n= 5

Mamy 5 rywalizujących drużyn 1 2 3 4 5 .

Każdej z nich mamy przypisać wartość w1,w2...,w5 (czyli dokonać ratingu,

będącego podstawę do rankingu).

• Strukturę rywalizacji ilustruje następujący tzw. graf połączeń
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Obecność strzałki j
k→ i oznacza,

że drużyna j w rywalizacji z dru-

żyną i straciła (łącznie) k punktów.

Na przykład 2 3
4oo oznacza, że

drużyna 3 straciła 4 punkty z dru-

żyną 2 .

Uwaga: Brak strzałki oznacza, że brak było spotkania.

W. Kryszewski Ranking sportowy



Wartość drużyny

Przypuśćmy, że wartości w1, ...,w5 są już dane i ustalmy drużynę i .

• Jej wartość wi względem drużyny j wynosi

wij = aijwj ,

gdzie aij jest miarą sukcesu i w rywalizacji z j odzwierciedlającą wynik,
stracone lub uzyskane punkty itp.
Mierząc względną siłę wij bierzemy pod wartość rywala! Im większe jest aij ,
tym bardziej wartość drużyny i zależy od wartości drużyny j .

• Zatem wartość drużyny i

wi =wi1 +wi2 +wi3 +wi4 +wi5 =

= ai1w1 +ai2w2 +ai3w3 +ai4w4 +ai5w5 =
5
∑

j=1
aijwj ,

jest więc sumą wszystkich względnych wartości zdobytych w rywalizacji z
pozostałymi drużynami.
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• Mamy więc układ 5 równań z niewiadomymi w1, ...,w5.






































w1 = a11w1 +a12w2 +a13w3 +a14w4 +a15w5

w2 = a21w1 +a22w2 +a23w3 +a24w4 +a25w5

w3 = a31w1 +a32w2 +a33w3 +a34w4 +a35w5

w4 = a41w1 +a42w2 +a43w3 +a44w4 +a45w5

w5 = a51w1 +a52w2 +a53w3 +a54w4 +a55w5.

A zapisie macierzowym Aw =w

• Jeśli rozwiążemy ten układ, tzn. znajdziemy wartości w1,w2,w3,w4 i w5

oraz ustawimy je w porządku malejącym, to otrzymamy ranking.

Jak wybrać wartość aij?

Wybór macierzy referencji lub miar sukcesu aij , i , j = 1, ...,5, jest ważnym
problemem. Wrócimy do niego później.
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Macierze

Macierz stanowi wygodny sposób zapisu różnych danych

Przykład

Trzech uczniów s1,s2,s3 uczestniczy w czterech klasówkach 1,2,3,4. Następująca
macierz opisuje otrzymane wyniki (stopnie):







1 2 3 4

s1 2 2 2 4
s2 4 4 3 5
s3 3 5 5 2







Podobną macierz można sporządzić, gdy studentów jest n, zaś sprawdzianów m.
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Ogólnie mówiąc macierzą (n×m) (macierzą o n wierszach i m kolumnach), gdzie

n,m ∈N, nazwiemy wyrażenie (tablicę)













a11 a12 ... a1m

a21 a22 ... a2m
...

...
...

...
an1 an2 ... anm













= [aij ] i=1,...n
j=1,...,m

;

gdzie liczba aij ∈R stoi w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, 1= 1, ...,n, j = 1, ...,m.

• Macierz jest kwadratowa, gdy n=m;

• Macierz jest dodatnia lub nieujemna aij > 0 lub aij ¾ 0 dla wszystkich i , j .

• Wśród macierzy kwadratowych ważną rolę pełni tzw. macierz jednostkowa

In =













1 0 ... 0
0 1 ... 0
...

...
...

...
0 0 ... 1












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Wektory

Szczególnym przypadkiem są n-wymiarowe wektory, tzn. macierze o n-wierszach i

jednej kolumnie, a więc wymiaru (n×1):

x =













x1

x2
...
xn













.

Piszemy też czasem x = [x1, ...,xn]
T pamiętając, że wektory mają zawsze postać

kolumnową.

• Wektor jest dodatni lub nieujemny: xi > 0 (xi ¾ 0) dla wszystkich i .
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Działania na macierzach

• Macierze tych samych wymiarów można dodawać lub odejmować: jeśli

A= [aij ] i=1,...,n
j=1,...,m

, B = [bij ] i=1,...,n
j=1,...,m

,

to sumą lub różnicą jest macierz (m×n)

A±B = [aij ±bij ] i=1,...,n
j=1,...,m

.

• Macierze można mnożyć przez liczby: jeśli λ ∈R, to

λA= [λaij ] i=1,...,n
j=1,...,m

.

• Przykładowo (przy n=m)

λIn =













λ 0 ... 0
0 λ ... 0
...

...
...

...
0 0 ... λ













.
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W szczególności, jeśli x =













x1

x2
...
xn













, y =













y1

y2
...
yn













są wektorami, to

λx =λ













x1

x2
...
xn













=













λx1

λx2
...
λxn













oraz

x ±y =













x1

x2
...
xn













±













y1

y2
...
yn













=













x1 ±y1
x2 ±y2

...
xn ±yn












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Macierze A,B wymiarów (n×m) oraz (m×k) można też mnożyć przez siebie; w

wyniku powstanie tzw. iloczyn Cauchy’ego, tj. macierz A ·B wymiaru (n×k).

• W szczególności, dla macierzy kwadratowej (czyli wymiaru (n×n)) można mówić

o potęgowaniu macierzy: dla k ¾ 0

Ak =A ·A · .... ·A
︸ ︷︷ ︸

k

; A0 = In .

Będzie to również macierz (n×n).

• Niech

A=













a11 a12 ... a1m

a21 a22 ... a2m
...

...
...

...
an1 an2 ... anm













, x =













x1

x2
...
xm













.

W. Kryszewski Ranking sportowy



Wynikiem mnożenia macierzy A przez x (w tej kolejności) jest wektor













y1

y2
...
yn













=













a11 a12 ... a1m

a21 a22 ... a2m
...

...
...

...
an1 an2 ... anm













·













x1

x2
...
xm













=A ·x

(piszemy też Ax), gdzie























y1 = a11x1 +a12x2 + ...+a1mxm ,

y2 = a21x1 +a22x2 + ...+a2mxm ,
...
yn = an1x1 +an2x2 + ...+anmxm ,

tzn.

yi =
m
∑

j=1
aijxj =
�

ai1 ai2 ... aim
�

·













x1

x2
...
xm













dla i = 1,2, ...,n.
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Wektory i wartości własne macierzy kwadratowych

Niech A= [aij ] i=1,...n
j=1,...,n

(macierz kwadratowa).

• Liczba rzeczywista λ ∈R jest rzeczywistą wartością własną macierzy A, jeśli

istnieje wektor x 6= 0 taki, że

Ax =λx .

Taki wektor nazywa się wektorem własnym odpowiadającym wartości własnej λ.

• Jeśli x jest wektorem własnym odpowiadającym wartości własnej λ, to dla

dowolnej liczby β ∈R, wektor αx jest również wektorem własnym o tej samej

wartości własnej

A ·βx =βA ·x =βλx =λβx .

• Tej samej wartości własnej mogą odpowiadać różne wektory własne (nie związane

ze sobą w wyżej omówiony sposób).
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Zauważmy, że dla dowolnego λ ∈R i wektora x

Ax =λx ⇐⇒ (A−λIn) ·x = 0

oraz

A−λIn =













a11 −λ a12 ... a1n

a21 a22 −λ ... a2n
...

...
...

...
an1 an2 ... ann −λ













.

Równość (A−λIn)x = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy























(a11 −λ)x1 + a12x2 + ... + a1nx1 = 0
a21x1 + (a22 −λ)x2 + ... + a2nxn = 0
...

an1x1 + an2x2 + ... + (ann −λ)xn = 0.
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• Liczba λ ∈R jest wartością własną macierzy A ⇐⇒ układ równań ma niezerowe

rozwiązanie, tzn. istnieją liczby x1, ...,xn (xi 6= 0 dla jakiegoś i) spełniające układ

(wektor x = [x1, ...xn] będzie wektorem własnym).

• Twierdzenie Kroneckera-Capelliego mówi, że układ ma rozwiązanie niezerowe ⇐⇒
wyznacznik det(A−λIn) jest równy zero.

• Definicję wyznacznika macierzy można znaleźć w każdym podręczniku tzw.

algebry liniowej. Dla przykładu

det

�

a11 a12

a21 a22

�

= a11a22 −a12a21.

Chcąc znaleźć (rzeczywiste) wartości własne macierzy A trzeba rozwiązać
(względem niewiadomej λ) równanie

det(A−λIn)= 0.

To jest często skomplikowane (szczególnie, gdy n jest dużą liczbą).

Są też inne metody.
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Nie każda macierz ma rzeczywiste wartości własne.

Przykład

Macierz

A=

�

0 2
−1 0

�

nie ma rzeczywistych wartości własnych: σR(A)= ;.
Rzeczywiście

det(A−λI2)= det

��

0 2
−1 0

�

−λ

�

1 0
0 1

��

=

det

�

−λ 2
−1 −λ

�

=λ2 +2.

Równanie λ2 +2= 0 nie ma pierwiastków rzeczywistych (są dwa pierwiastki
zespolone ±i

p
2) .

Macierz ma zawsze wartości własne, ale mogą to być liczby zespolone, które nas
obecnie nie interesują.
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Promień spektralny

Dla macierzy A= [aij ], dla których σR(A) 6= ; określa się tzw. (rzeczywisty)

promień spektralny

r(A)=max{|λ| |λ ∈σR(A)}.

Przykład

Dla macierzy

A=

�

1 −2
1 −2

�

det(A−λI2)= det

��

1 −2
1 −2

�

−λ

�

1 0
0 1

��

=det

�

1−λ −2
1 −2−λ

�

=λ+λ2.

Zatem wartości własne są pierwiastkami równania λ2 +λ= 0, tj. σR(A)= {0,−1}.
W konsekwencji promień spektralny r(A)= 1.
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Twierdzenie Perrona-Frobeniusa

Oskar Perron
(1880 – 1975)

Georg Frobenius
(1849 – 1917)
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Twierdzenie (Perrona)

Jeśli macierz kwadratowa A= [aij ]i ,j=1,...,n jest nieujemna, to:

zbiór rzeczywistych wartości własnych jest niepusty: σR(A) 6= ;;

oraz promień spektralny jest (rzeczywistą) wartością własną, tzn.
r(A) ∈σR(A), której odpowiada nieujemny wektor własny x = [x1, ...,xn], tzn.

Ax = r(A)x .

Wadą twierdzenie Perrona jest to, że wektor własny x odpowiadający promieniowi

spektralnemu nie jest wyznaczony jednoznacznie (z dokładnością do czynnika

rzeczywistego).
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Macierze nieredukowalne

G. Frobenius wprowadził pojęcie macierzy nieredukowalnej.

• Macierz A wymiaru (n×n) jest nieredukowalna, gdy A¾ 0 i (In+A)n−1 > 0.

• Fakt: Macierze dodatnie są nieredukowalne.

Twierdzenie Perrona-Frobeniusa

Jeśli macierz kwadratowa A wymiaru (n×n) jest nieujemna i nieredukowalna,
to

σR(A) 6= ;,

promień spektralny r(A) ∈σR(A), jest więc wartością własną,

odpowiada mu dodatni wektor własnym x,

istnieje dokładnie jeden dodatni stochastyczny wektor własny
x = [x1, ...,xn] tzn. taki, że xi > 0 dla i = 1, ...,n, x1 + ...+xn = 1 oraz
Ax = r(A)x.

Dodatkowo, jeżeli pewnej wartości własnej µ ∈σR(A) odpowiada nieujemny
wektor własny, to µ= r(A).
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Macierze stochastyczne

• Macierz nieujemna A= [aij ]i ,j=1,...,n jest (kolumnowo) stochastyczna, gdy suma

współczynników z każdej kolumny jest równa 1, tzn. dla dowolnego j = 1, ...,n,

n
∑

i=1
aij = 1.

Przykład

Macierz

A=







0 1/3 1/3
1/2 0 2/3
1/2 2/3 0







jest (kolumnowo) stochastyczna.

Jeśli macierz A jest (kolumnowo) stochastyczna, to r(A)= 1.
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Kluczowy fakt

Wniosek

Niech macierz A będzie stochastyczna i nieredukowalna. Wtedy

r(A)= 1 ∈σR(A),

istnieje dokładnie jeden dodatni stochastyczny wektor własny
x = [x1, ...,xn] tzn. taki, że

(1) Ax = x , (2) x1 + ...+xn = 1, (3) xi > 0 i = 1, ...,n.

Dodatkowo metoda potęgowa pozwala wyliczyć

x =
1
k

lim
k→∞

Ak · e,

gdzie e = [1,1, ...,1]. Szybkość tej zbieżności można dokładnie oszacować
(a).

aKażdy wektor postaci λx, gdzie λ>0 bedzie dodatnim, ale już nie stochastycznym,
wektorem własnym odpowiadającym r(A).
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Twierdzenie Perrona-Frobeniusa wraz powyższym wnioskiem pozwala na

• znalezienie dodatniego stochastycznego wektora własnego

dla nieredukowalnej, nieujemnej macierzy stochastycznej przy pomocy (jeśli jest

taka potrzeba) zbieżnej i stabilnej metody numerycznej (metody „potęgowej”). Jest

on wyznaczony jednoznacznie.

Przykład

Dla macierzy stochastycznej

A=







0 1/3 1/3
1/2 0 2/3
1/2 2/3 0







z poprzedniego przykładu obliczamy

x = [1/4,3/8,3/8].
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Wracamy do rankingu, n dowolne

Podstawowe równanie

• Mamy więc układ n równań z niewiadomymi w1, ...,w5































w1 = a11w1 +a12w2 + ...+a1nwn

w2 = a21w1 +a22w2 + ...+a2nwn

...

wn = an1w1 +an2w2 + ...+annwn .

Czyli w =Aw , gdzie wektor wartości w i macierz preferencji A

w =













w1

x2
...
wn













, A=













a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n
...

...
...

...
an1 an2 ... ann













.
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• Mamy więc równanie macierzowe

Aw =w ,

gdzie poszukiwany jest wektor wartości w , czyli wektor własny macierzy preferencji

A odpowiadający wartości własnej 1.

• Można go znaleźć, o ile A jest macierzą nieujemną, nieredukowalną i

stochastyczną wykorzystując twierdzenie Perrona-Frobeniusa, które gwarantuje

istnieje i jednoznaczność takiego dodatniego wektora.

• Kluczowa jest poprawna konstrukcja macierzy preferencji A, tzn. jej

współczynników aij , i , j = 1, ...,n.
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Macierz preferencji A

(Win-Loose) aij = lij +
1
tij
2, gdzie lij liczba wygranych drużyny i z drużyną j ,

zaś tij jest liczbą zremisowanych spotkań;

(Keener) aij =
kij

kij+kji
, gdzie kij jest liczbą punktów zdobytych przez drużynę i

w spotkaniach z drużyną j ;

(Keener) Oznaczmy przez bij liczbę punktów jakie drużyna j straciła w

meczu (meczach) z drużyną i oraz niech

cj =
n
∑

i=1
bij ;

jest to liczba punktów, które drużyna j straciła w meczach z pozostałymi

drużynami. Wreszcie przyjmuje się

aij =
bij

cj

Tak skonstrowana macierz A jest stochastyczna i (na ogół) nieredukowalna.
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Przykład

2
2 //

2

��

3
4

oo

1

��

3��
1

5
??

6

��3��
5

1

OO

3
??

5 // 4
4

__
3

OO

2
oo

Przypomnijmy, że strzałka a
k→

b oznacza, że drużyna a w

rywalizacji z drużyną b straciła
(łącznie) k punktów.

[bij ] =

















1 2 3 4 5

1 0 0 3 4 3

2 0 0 4 0 1

3 5 2 0 3 0

4 6 0 1 0 5

5 3 2 0 2 0

















[aij ] =

















0 0 3/8 4/9 3/9
0 0 4/8 0 1/9

5/14 2/4 0 3/9 0
6/14 0 1/8 0 5/9
3/14 2/4 0 2/9 0
















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Wynik

Wartości własnej 1= r(A) odpowiada wektor własny

�

1 2 3 4 5

wartosc 1,44 0,79 1,35 1,34 1
�

Stąd wynika nieco zaskakujący ranking

I .1 II .3 III .4 IV .5 V .2

• Sprawa doboru macierzy jest (i bywa) dyskusyjna. To trzeba przemyśleć...

• Wyliczenie wektorów własnych nie jest prostym zadaniem. Trzeba się
naliczyć. Skorzystałem z gotowego oprogramowania online pod adresem:

https://www.emathhelp.net/calculators/linear-algebra/eigenvalue-and-
eigenvector-calculator/

Kalkulator wartości i wektorów własnych
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Ranking narodowych drużyn piłki nożnej
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Ranking uniwersyteckiej ligi koszykówki USA (przykład 5 drużyn)
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Zadanie dla chętnych

Proszę o stworzenie rankingu rywalizacji 4 drużyn, których graf rozgrywek
wygląda następująco:

1

3

��

3 //

1

��

2
2

oo

3

��
4

0

OO

2 // 3

4

__

1

OO

6
oo

za pomocą opisanej metody spektralnej. Jak wygląda sytuacja przy innym
wyborze macierzy A?

Przypomnijmy, że strzałka a
k→ b oznacza, że drużyna a w rywalizacji

z drużyną b straciła (łącznie) k punktów.
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Przykładowa literatura: za WIKI....
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Dziękuję za uwagę!

Zainteresowanych zapraszam: wojciech.kryszewski@p.lodz.pl
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