Ranking druzyn sportowych

czyli jak ustali¢, ktéry z klubéw pitkarskich jest najlepszy?
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Matematyka uzyteczna jest piekna,

a piekna matematyka jest uzyteczna...
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Rankingi i Ratingi
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Rating (czyli ocena) i ranking to podobne pojecia, ale nie s3 wymienne.

Oto podsumowanie réznic miedzy tymi pojeciami w ankietach badawczych.

e W ratingu chodzi o przypisanie oceny, ze wzgledu na okreslone kryteria.

Te sama ocene mozna przypisaé wiecej niz jednemu elementowi.
W oparciu o takie oceny sporzadza sie standing, czyli zestawienia ocen.

o W rankingu chodzi o uporzadkowanie ocenianych elementéw, zwykle we-

dtug okreslonych preferencji.

Tylko jeden element moze zajmowaé kazda pozycje, wiec oceniajacy musi
doktadnie przemysle¢ i wybraé, ktéry z nich zajmie pierwsze, drugie itd.

miejsce.
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Rating, czyli ilosciowa ocena, wynika na ogét ze spetnienia okreslonych
kryteriéw i prowadzi do zestawienia.

To z kolei, na ogét, prowadzi do sporzadzenia rankingu, czyli kolejnosci.

Ale czy zawsze uzyskany ranking jest miarodajny? To zalezy od metody
ratingowe;j.

W wielu sytuacjach ranking jest efektem, niekiedy wieloptaszczyznowych
poréwnan lub rywalizacji.

Ktéra pralka jest lepsza:
m tadna, lecz energochtonna, czy

m brzydka, lecz energooszczedna?

[m] = =
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Rankingi sportowe

Turniej 4 druzyn pitki noznej

Kierunek strzatki informuje ktéra druzyna wygrata, a etykieta informuje jaki
byt wynik rywalizacji. Przyktadowo: druzyna 3 wygrata z druzyna 4 zdoby-
wajac 3 bramki, a tracac 1 bramke.

Ktéra z druzyn jest najlepsza? Rozstrzygniecie nie jest bynajmniej proste.
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Kierunek strzatki informuje ktéra druzyna wygrata, a etykieta informuje o

liczbie oddanych zdobytych punktéw (np. druzyna 2 stracita 4 punkty w
rywalizacji z druzyna 1).

Ktéra z druzyn jest najlepsza?.

o F
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Graf pierwszych trzech dni zmagan NBA w sezonie 2018-2019
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Wiekszos¢ sportéw wykorzystuje systemy ratingowe oparte na zatozeniu, ze
za kazdy mecz druzyna zdobywa okreslong liczbe punktéw w zaleznosci od
ich wynikéw (np. 2 punkty zwyciestwo, 1 remis, O przegrana).

Najprostszy ranking druzyn opiera sie wtedy na catkowitej liczbie punktéw,
ktére zgromadzili w trakcie sezonu.

why
riﬂ %

Taki ranking jest, na ogdt, niesprawiedliwy.

Ranking sportowy



Turniej szachowy

o Zwyciestwo 1 pkt;
o przegrana 0 pkt;
o remis 1/2 pkt.
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6 zawodnikéw: A, B, C, D, E i F. Oto wyniki:

Uzyskany
wynik
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Zauwazmy, ze:
e Zawodnik D (najgorszy) wygrat A (najlepszym);
o Wynik uzyskany przez D nie uwzglednia wartosci pokonanych przeciwnikéw;

e A i C uzyskali te sama liczbe punktéw, cho¢ A wygrat z C.

Konkluzja

Czy raczej nie nalezy poréwnywaé zawodnikéw parami i na tej podstawie

ustalaé¢ sprawiedliwszy (?) rating, a — na jego podstawie — lepszy ranking?
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NBA Ranking Most Valuable Player

Michael Jordan 1
Charles Barkley 5
Hakeem Olajuwon 2
David Robinson 1
Michael Jordan 1
Karl Malone il
Michael Jordan 5
Shaquille O’Neal o]
Allen Iverson 13
Tim Duncan 1
Tim Duncan i
Kevin Garnett 1
Steve Nash 15
Steve Nash 10
Dirk Nowitzki 3
Kobe Bryant 5

Nie zawsze ,najbardziej wartosciowy zawodnik"jest pierwszy w rankingu!
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Poréwnania parami i rankingi

e Zestawienia (standings): zestawienie ocenianych obiektéw z punktu widzenia
okreslonego kryterium: np. spozycie kawy lub czytelnictwo ksiazek w krajach
Europy itp. (Uwaga: koniecznos¢ normalizacji).

Zestawienia daja zawsze porzadek liniowy: A>B>C> ...

Moze mie¢ charakter usrednienia: rankingi wielokryterialne (np. ranking liceéw).

e Poréwnania parami: Analiza poréwnawcza obiektéw wg. okreslonych preferencji
(np. ktéra z dwéch pralek jest lepsza?)
Zwykle brak porzadku liniowego (wystepowanie ,,cykli"): kamien > nozyce > papier

> kamien

Ranking poréwnawczy

Majac analize poréwnawcze dokonujemy ,wartosciowania” i szukamy me-
tod stworzenie rankingu mozliwie doktadnie odzwierciedlajacego uzyskane
rezultaty analizy poréwnawczej.
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Ranking spektralny

e M. Kendall i B. Babington Smith, 1939: analiza obiektéw z punktu widzenie
pewnej cechy, np. ,urody” (paired comparison); tworzy sie macierz preferencji i

sumuje wiersze. Te metode zastosowaliémy poprzednio tworzac ranking szachowy.

e J. Seeley, 1949: analiza poréwnawcza, lecz osady s3 wazone (przeciez obiekt
moze by¢ ,znacznie tadniejszy” lub wynik meczu (a nie tylko kto wygrat) powinien

sie liczy¢. Jak to zrobi¢?

e T. Wei, L. Katz, 1953: pierwsza odpowiedz na to pytanie, pierwsze uzycie

twierdzenia Perrona-Frobeniusa.
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Ranking spektralny

o James Keener 1993: pierwsze zastosowania algebry liniowej i twierdzenia Perrona
Frobeniusa do tworzenia rankingéw sportowych (liga, rozgrywki pucharowe,

rywalizacja)
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Przypusémy, ze ustalamy ranking n rywalizujacych druzyn, ktére bedziemy

oznaczaé , , gdzie i,j=1,2,...,n.

Metoda Keenera opiera sie na nastepujacych zatozeniach:
Zatozenia w metodzie Keenera

m Kazdej druzynie nalezy przypisa¢ warto$¢ w; >0 odzwierciedlajaca
jej osiagniecia w danym sezonie (rating);

m warto$¢ w; druzyny zalezy od wartosci druzyn, z ktérymi
rywalizowata i od wynikéw: wiecej znaczy zwyciestwo nad silnym
przeciwnikiem lub urwanie punktéw silnej druzynie nawet w

przegranym meczu;

m zestawienie wartosci w;, dla i=1,2,...,n, od najwiekszego do

najmniejszego daje pozadany ranking.
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Przyktad n=5

Mamy 5 rywalizujacych druzyn .

Kazdej z nich mamy przypisa¢ warto$¢ wiq, ws..., ws (czyli dokona¢ ratingu,
bedacego podstawe do rankingu).
o Strukture rywalizacji ilustruje nastepujacy tzw. graf potaczen

s ] kT
Obecnosé strzatki — oznacza,

ze druzyna w rywalizacji z dru-
zyna m stracita (tacznie) k punktéw.

Na przyktad 4 oznacza, ze

druzyna stracita 4 punkty z dru-

zyna .

Uwaga: Brak strzatki oznacza, ze brak byto spotkania.

W. Kryszewski Ranking sportowy



Wartos$¢ druzyny

Przypusémy, ze wartosci wy,..., wg s3 juz dane i ustalmy druzyne .

e Jej warto$¢ w; wzgledem druzyny wynosi
wij = ajjwj,

gdzie aj; jest miara sukcesu E w rywalizacji z odzwierciedlajaca wynik,
stracone lub uzyskane punkty itp.

Mierzac wzgledna site wj; bierzemy pod wartoé¢ rywala! Im wigksze jest ay;,
tym bardziej wartos¢ druzyny zalezy od wartosci druzyny .

e Zatem warto$¢ druzyny

W = W1 + Wj2 + W3 + Wig + Wis =
5
=aj1wy +ajpwp +aj3w3 +ajawa + ajsWs = Zaijo,
=
jest wiec suma wszystkich wzglednych wartosci zdobytych w rywalizacji z

pozostatymi druzynami.
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e Mamy wiec ukfad 5 réwnan z niewiadomymi wy, ..., ws.

wy = ajiwi +aipwz +aizws +aiqwa +aisws
Wp = a1 Wy + azxpWwp +azx3ws + axwa + azxs ws
W3 = a3 wy + aza Wz +az3ws +azawa + azsws
Wq = ag1 w1 + aga w2 +ag3ws + agawa + ags Wi

Ws = a51 W1 + a2 W2 + a53W3 + as4 Wa + ass Ws.

A zapisie macierzowym

o Jesli rozwigzemy ten uktad, tzn. znajdziemy wartosci wy, wo, w3, wy i ws

oraz ustawimy je w porzadku malejacym, to otrzymamy ranking.

Jak wybra¢ wartos¢ aj;?

Wybér macierzy referencji lub miar sukcesu aj, i,j =1,..,5, jest waznym
problemem. Wrécimy do niego pézniej.
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Macierze

Macierz stanowi wygodny sposéb zapisu réznych danych

Przyktad

Trzech ucznidéw sj,sp,s3 uczestniczy w czterech klaséwkach 1,2,3,4. Nastepujaca

macierz opisuje otrzymane wyniki (stopnie):

L] GG

s [2 2 2 a
So 4 4 3 5
3 5 5 2

S3

Podobna macierz mozna sporzadzi¢, gdy studentéw jest n, za$ sprawdzianéw m.
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Ogdlnie méwiac macierza (nx m) (macierza o n wierszach i m kolumnach), gdzie

n,meN, nazwiemy wyrazenie (tablice)

al aro alm
ani ano azm
=[a]
J
anl an2 anm

gdzie liczba aj; €R stoi w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, 1=1,..,n, j=1,..,m.
e Macierz jest kwadratowa, gdy n=m;
o Macierz jest dodatnia lub nieujemna a; >0 lub aj; >0 dla wszystkich /,j.

o W5sréd macierzy kwadratowych wazna role petni tzw. macierz jednostkowa

1 0 0

0 1 0
Ih=

0 0 1
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Wektory

Szczegblnym przypadkiem s3 n-wymiarowe wektory, tzn. macierze o n-wierszach i

jednej kolumnie, a wiec wymiaru (nx1):

Piszemy tez czasem x = [x1,..,x,]7 pamietajac, ze wektory maja zawsze postac

kolumnowsa.

o Wektor jest dodatni lub nieujemny: x;>0 (x; >0) dla wszystkich i.
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Dziatania na macierzach

e Macierze tych samych wymiaréw mozna dodawa¢ lub odejmowaé¢: jesli

e Macierze mozna mnozy¢ przez liczby: jesli A€R, to

AA=[Aa;] i

e Przyktadowo (przy n=m)

A0 0

0 A 0
Al = .

0 0 A
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X1 y1

. . . Xz y2 .
W szczegdlnosci, jesli x=| |, y= s3 wektorami, to
Xn Yn
X1 AX]_
X2 le
Ax=A =
Xp Axp
oraz
X1 %1 x1E£y1
X2 2 X2 y2
xty=|  |=* =
Xn Yn Xn £ Yn

W. Kryszewski
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Macierze A, B wymiaréw (nx m) oraz (mx k) mozna tez mnozy¢ przez siebie; w

wyniku powstanie tzw. iloczyn Cauchy’ego, tj. macierz A-B wymiaru (nx k).

o W szczegdlnosci, dla macierzy kwadratowej (czyli wymiaru (nx n)) mozna méwié

o potegowaniu macierzy: dla k>0

Bedzie to réwniez macierz (nx n).

e Niech
a1l a2 aim X1
azy azo aosm X2
A= Cx=
anl an2 anm Xm
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Wynikiem mnozenia macierzy A przez x (w tej kolejnosci) jest wektor

y1 a1 412 - d1m X1
Y2 a1 d22 ... am X2

= . =A-x
Yn an1 an2 anm Xm

(piszemy tez Ax), gdzie

Y1 =a11x1 +apxe+ ...+ aimXm
Y2 =az1x1+axxz+..+axmXm,

Yn=ap1X1 +an2X2 + ...+ apmXm,

tzn.
X1
m X2
y,-:Za,-ij:[a,-l apo a,',,.,]' . dla
Jj=1 .
Xm
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Wektory i wartosci wtasne macierzy kwadratowych

» (macierz kwadratowa).

Niech A=[a;] i-1..
Jj=1..n
o Liczba rzeczywista A €R jest rzeczywista wartoscia wtasng macierzy A, jesli

istnieje wektor x # 0 taki, ze
Ax = Ax.

Taki wektor nazywa sie wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wiasnej A

o Jedli x jest wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wiasnej A, to dla
dowolnej liczby 8 €R, wektor ax jest réwniez wektorem wtasnym o tej samej

wartosci wtasnej
A-Bx=BA-x=PAx=ABx.
o Tej samej wartosci wtasnej moga odpowiadaé rézne wektory witasne (nie zwiazane

ze soba w wyzej oméwiony sposéb).

W. Kryszewski Ranking sportowy



Zauwazmy, ze dla dowolnego A€R i wektora x

Ax=Ax < (A—=Al,)-x=0

oraz
ail—A  an ain
az1 apn—-2A . a2,
A=Al =
ani an2 ann_A

Réwnos¢ (A—Al,)x =0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

(a11—A)x1  + ajaxa + .+ ainx1 = 0
az1x1 + (a2—A)e + ..+ azpXp = 0
an1Xx1 + an2Xx2 + .+ (ann_l)xn = 0.
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e Liczba A €R jest wartoscia wtasng macierzy A <= uktad réwnah ma niezerowe
rozwiazanie, tzn. istnieja liczby xq,...,x, (x; #0 dla jakiegos i) spetniajace uktad

(wektor x =[xy, ...x,] bedzie wektorem wtasnym).

e Twierdzenie Kroneckera-Capelliego méwi, ze uktad ma rozwigzanie niezerowe <

wyznacznik det(A—Al,) jest réwny zero.

o Definicje wyznacznika macierzy mozna znalezé w kazdym podreczniku tzw.

algebry liniowej. Dla przyktadu

d a1 a2
et =aj1a22—3a12a21-
a2 a2

Chcac znalez¢ (rzeczywiste) wartosci wiasne macierzy A trzeba rozwigzaé

(wzgledem niewiadomej 1) réwnanie

det(A—Al,)=0.
To jest czesto skomplikowane (szczegélnie, gdy n jest duza liczba).
Sa tez inne metody.
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Nie kazda macierz ma rzeczywiste wartosci wtasne.

Przyktad

Macierz

nie ma rzeczywistych wartosci wtasnych: og(A)=40.

L

-2 2
det =2242.
e {_1 —A] +

Rzeczywiscie

Réwnanie A% +2 =0 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych (sa dwa pierwiastki
zespolone +iv2) .

Macierz ma zawsze wartosci wtasne, ale moga to by¢ liczby zespolone, ktdére nas

obecnie nie interesuja.
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Promien spektralny

Dla macierzy A=[aj], dla ktérych ogr(A)#® okresla sie tzw. (rzeczywisty)
promien spektralny
r(A) =max{|A| | A€ or(A)}.

Przyktad

Dla macierzy

15—2 1 0
a— R

1-2 -2
=det =A+A%
© [ 1 —2—1] *

Zatem wartosci wtasne s3 pierwiastkami réwnania A2 +2A =0, tj. or(A)=1{0,—1}.

W konsekwencji promien spektralny r(A)=1.
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Twierdzenie Perrona-Frobeniusa

Oskar Perron Georg Frobenius
(1880 — 1975) (1849 — 1917)
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Twierdzenie (Perrona)

Jesli macierz kwadratowa A= [aj]; j=1,.., jest nieujemna, to:
m zbidr rzeczywistych wartosci wtasnych jest niepusty: og(A)£0;
m oraz promien spektralny jest (rzeczywista) wartoscia wtasna, tzn.

r(A) e or(A), ktérej odpowiada nieujemny wektor wtasny x = [x,...,x,], tzn.

Ax=r(A)x.

Wad3a twierdzenie Perrona jest to, ze wektor wtasny x odpowiadajacy promieniowi
spektralnemu nie jest wyznaczony jednoznacznie (z doktadnoscia do czynnika

rzeczywistego).
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Macierze nieredukowalne
G. Frobenius wprowadzit pojecie macierzy nieredukowalnej.
e Macierz A wymiaru (nx n) jest nieredukowalna, gdy A>0i (/,+A)™1>0.
o Fakt: Macierze dodatnie s3 nieredukowalne.

Twierdzenie Perrona-Frobeniusa

Jesli macierz kwadratowa A wymiaru (nxn) jest nieujemna i nieredukowalna,

to
= or(A)#0,
m promien spektralny r(A) e og(A), jest wiec wartoscia wtasna,
m odpowiada mu dodatni wektor wtasnym x,

m istnieje doktadnie jeden dodatni stochastyczny wektor wtasny
X = [x1,...,x,] tzn. taki, ze x;>0dla i=1,..,n, x3 +...4+x,=1 oraz
Ax=r(A)x.
Dodatkowo, jezeli pewnej wartosci wtasnej u € og(A) odpowiada nieujemny
wektor wtasny, to u=r(A).
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Macierze stochastyczne

wspotczynnikéw z kazdej kolumny jest réwna 1, tzn. dla dowolnego j=1,...,n,

n

ZBU:].

i=1

Przyktad
Macierz
0 1/3 1/3
A=1|1/2 0 2/3
1/2 2/3 0

jest (kolumnowo) stochastyczna.

Jesli macierz A jest (kolumnowo) stochastyczna, to r(A)=1.
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Kluczowy fakt

Whiosek

Niech macierz A bedzie stochastyczna i nieredukowalna. Wtedy
m r(A)=1eog(A),

m istnieje doktadnie jeden dodatni stochastyczny wektor wtasny

X =[xq,...,Xp] tzn. taki, ze

(1) Ax=x, (2)x1+..+x,=1, (3) x,>0i=1,..,n.

Dodatkowo metoda potegowa pozwala wyliczyé¢
1.
x=— lim Ak-e,
k k—oo
gdzie e =[1,1,..,1]. Szybko$¢ tej zbieznosci mozna doktadnie oszacowac
(*)-
?Kazdy wektor postaci Ax, gdzie A>0 bedzie dodatnim, ale juz nie stochastycznym,

wektorem wtasnym odpowiadajacym r(A).
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Twierdzenie Perrona-Frobeniusa wraz powyzszym wnioskiem pozwala na
e znalezienie dodatniego stochastycznego wektora wiasnego

dla nieredukowalnej, nieujemnej macierzy stochastycznej przy pomocy (jesli jest
taka potrzeba) zbieznej i stabilnej metody numerycznej (metody ,,potegowej”’). Jest

on wyznaczony jednoznacznie.

Przyktad

Dla macierzy stochastycznej

0 1/3 1/3
A=|12 0 2/3
1/2 2/3 0

z poprzedniego przyktadu obliczamy

x=[1/4,3/8,3/8].
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wq =

ajiwi +aippwe +...+ai,w,
Wy = apiwi +azppwz +...+az,w,
w, =

apiWi +appwo + ...+ ap,wh.

Czyli w = Aw, gdzie wektor wartosci w i macierz preferencji A

wi a11 912 ain
X2 a2 a2 azn
w= , A=
Wn anl an2

o Mamy wiec uktad n réwnan z niewiadomymi wy, ..., ws

e apn
=] = DAy



e Mamy wiec réwnanie macierzowe
Aw =w,

gdzie poszukiwany jest wektor wartosci w, czyli wektor wtasny macierzy preferencji

A odpowiadajacy wartosci wtasnej 1.

e Mozna go znalezé, o ile A jest macierza nieujemna, nieredukowalna i
stochastyczng wykorzystujac twierdzenie Perrona-Frobeniusa, ktére gwarantuje

istnieje i jednoznaczno$¢ takiego dodatniego wektora.

e Kluczowa jest poprawna konstrukcja macierzy preferencji A, tzn. jej

wspétczynnikéw aj, i,j=1,..,n.
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Macierz preferencji A

m (Win-Loose) a;; =/; + %2, gdzie /;; liczba wygranych druzyny z druzyna ,
za$ t;; jest liczba zremisowanych spotkan;

u (Keener) aj; = ﬁ, gdzie k;; jest liczba punktéw zdobytych przez druzyne B
w spotkaniach z druzyna ;

u (Keener) Oznaczmy przez bj; liczbe punktéw jakie druzyna stracita w
meczu (meczach) z druzyng | i | oraz niech

n
Cj = Z b,J,
i=1

jest to liczba punktéw, ktére druzyna stracita w meczach z pozostatymi

druzynami. Wreszcie przyjmuje sie

a,-j:—

Tak skonstrowana macierz A jest stochastyczna i (na ogét) nieredukowalna.
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Przyktad

Przypomnijmy, ze strzatka E]i»

E oznacza, ze druzyna E] w

rywalizacji z druzyna E stracita
(facznie) k punktéw.

0 0 3/8 4/9 3/9
0 0 4/8 0 1/9
[a;]=1{5/14 2/4 0 3/9 0
6/14 0 1/8 0 5/9
3/14 2/4 0 2/9 0

[+] [¢]
4 3
0 1
3 0
0 5
2 0
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Wynik

Wartosci wtasnej 1= r(A) odpowiada wektor wtasny

1 B[

wartosc [1,44 0,79 1,35 1,34 1 |

Stad wynika nieco zaskakujacy ranking

[11] [ 13] L1114 [vs| [va2]

e Sprawa doboru macierzy jest (i bywa) dyskusyjna. To trzeba przemysleé¢...

o Wyliczenie wektoréw wtasnych nie jest prostym zadaniem. Trzeba sie

naliczyé. Skorzystatem z gotowego oprogramowania online pod adresem:

https://www.emathhelp.net/calculators/linear-algebra/eigenvalue-and-
eigenvector-calculator/

| Kalkulator wartosci i wektoréw wtasnych |
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https://www.emathhelp.net/calculators/linear-algebra/eigenvalue-and-eigenvector-calculator/

# COUNTRY SPECRANK | OFFICIAL
1 Brazil 0.040375 1
2 Traly 0.037992 2]
3 Germany 0.033801 2
4 Netherlands 0.031052 8
5 Argentina 0.029159 4
6 England 0.029100 6
7 Spain 0.027904 5
8 France 0.025670 7
9 Czechoslovakia 0.025155 NA
10 Sweden 0.022882 10
11 Mexico 0.022034 13
12 Hungary 0.022014 16
13 Uruguay 0.020660 9
14 Belgium 0.020255 14
15 Portugal 0.020211 17
16 Poland 0.019528 15
17 Denmark 0.019206 25
13 Croatia 0.018993 27
19 Switzerland 0.016650 21
20 Yugoslavia 0.016466 NA
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Ranking uniwersyteckiej ligi koszykéwki USA (przyktad 5 druzyn)

Ranking sportowy

Duke | Miami | UNC | UVA | VT |Liczbazw. | RoZnica punktow
Duke 7-52 [21-24 | 7-38 0-45 0-4 -124
Miami | 52-7 34-16 | 25-17 | 277 4-0 91
UNC 24-21 | 16-34 7-5 3-30 2-2 -40
UVA 38-7 17-25 5-7 14-52 1-3 -17
NI 45-0 7-27 30-3 | 52-14 3-1 90

D‘-_lk‘-' . 5 Duke —124 Duke 5

M]?ml 1 Miami 91 Miami [ 1

Ui\p 3 UNC —40 UNC 4

UVA | 4 UVA -17 Uva | 3

VT 2 VT 90 VT 9




Zadanie dla chetnych

Prosze o stworzenie rankingu rywalizacji 4 druzyn, ktérych graf rozgrywek

wyglada nastepujaco:

za pomoca opisanej metody spektralnej. Jak wyglada sytuacja przy innym

wyborze macierzy A?

Przypomnijmy, ze strzatka ELE oznacza, ze druzyna E] w rywalizacji
z druzyna E stracita (tacznie) k punktéw.
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