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Méj referat dotyczy bardziej matematyki teoretycznej niz
stosowane].
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Méj referat dotyczy bardziej matematyki teoretycznej niz
stosowane].

Tworcza zbioru, o ktérym bede opowiadat, byt niemiecki
matematyk George Cantor, ktéry w 1883 roku opublikowat artykut
na ten temat. Cantor jest takze twérca funkcji Cantora, o ktérej tu
bedzie réwniez mowa.
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Méj referat dotyczy bardziej matematyki teoretycznej niz
stosowane].

Tworcza zbioru, o ktérym bede opowiadat, byt niemiecki
matematyk George Cantor, ktéry w 1883 roku opublikowat artykut
na ten temat. Cantor jest takze twérca funkcji Cantora, o ktérej tu
bedzie réwniez mowa.

Niektérzy matematycy nazywajg zbiér Cantora zbiorem
Smitha-Volterry-Cantora, bo te sama konstrukcje wczesniej
zaproponowat angielski badacz Smith w 1875 r. i wioski uczony
Volterra w 1881 r.
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Konstrukcja zbioru Cantora
Tworzymy dwie rodziny przedziatéw zawartych w [0, 1]:
o przedziaty usuwane U, . s, (otwarte),
e przedziaty generujace P(s ) (domkniete),
gdzie (si, ..., sp) jest skonczonym ciagiem zero-jedynkowym oraz
neN. )
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Konstrukcja zbioru Cantora

Tworzymy dwie rodziny przedziatéw zawartych w [0, 1]:
o przedziaty usuwane U, . s, (otwarte),
e przedziaty generujace P(s ) (domkniete),

gdzie (si, ..., sp) jest skonczonym ciagiem zero-jedynkowym oraz
neN.

e 1 krok. Na poczatku z przedziatu [0, 1] usuwamy przedziat
otwarty U = (%, %) Na lewo od niego lezy przedziat P = {O, %}
za$ na prawo przedziat P(;) = {% 1}. Wszystkie te przedziaty maja
dtugosé %

Dtugos¢ przedziatu | bedziemy oznaczaé przez |/|.
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e 2 krok. Rozwazmy przedziaty P(o) i P(1).
Rozwazmy taki przedziat F(;y dla i = 0, 1. Usuwamy z niego
srodkowy przedziat otwarty U;) o dtugosci %|P(,-)| = é.
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e 2 krok. Rozwazmy przedziaty P(o) i P(1).
Rozwazmy taki przedziat F(;y dla i = 0, 1. Usuwamy z niego
srodkowy przedziat otwarty U;) o dtugosci %|P(,-)| = é.

W przedziale P(;) po lewej stronie pozostaje przedziat domknigty

P(i,0), @ po prawej przedziat F(; ;). Kazdy z nich ma dtugos¢ é.

Zatem ) 7 g
U(O) - (9-/ 9> 5 U(1) = <9-/ 9>
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e 2 krok. Rozwazmy przedziaty P(o) i P(1).
Rozwazmy taki przedziat F(;y dla i = 0, 1. Usuwamy z niego
srodkowy przedziat otwarty U;) o dtugosci %|P(,-)| = é.

W przedziale P(;) po lewej stronie pozostaje przedziat domknigty

P(i,0), @ po prawej przedziat F(; ;). Kazdy z nich ma dtugos¢ é.

Zatem ) 7 g
U(O) - (9-/ 9> 5 U(1) = <9-/ 9>
1

21 2 7
Po,0) = {07 9} s Py = {9, 3} s Plioy = {3, 9} ; Py
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| —
O] oo
=
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e 2 krok. Rozwazmy przedziaty P(o) i P(1).
Rozwazmy taki przedziat F(;y dla i = 0, 1. Usuwamy z niego
srodkowy przedziat otwarty U;) o dtugosci %|P(,-)| = é.

W przedziale P(;) po lewej stronie pozostaje przedziat domknigty

1

P(i,0), @ po prawej przedziat P(; ;). Kazdy z nich ma dtugos¢ 3.

Zatem ) 7 g
U(O) - (9-/ 9> 5 U(1) = <9-/ 9>

1 21 2 7
Po,0) = {07 9} s Py = {9, 3} s Plioy = {3, 9} ; Py

o W n-tym kroku z kazdego domknietego przedziatu generujacego
P(5152¢~~~,5n71) usuwamy odpowiedni otwarty przedziat U(5152,‘..,sn71) o
dtugosci %\P(sm o)l = 3. Wtedy po jego lewe] i prawej stronie

powstaja domknigte przedziaty generujace P, s, 0) oraz
1

Il
| —
O] oo
=
| I

Plsi,...;s,_1,1) O tej samej dtugosci %\P(SISQ’___7SH_1)| = 3.
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Dalsza konstrukcja przebiega indukcyjnie w nieskonczonos¢.

Niech C, oznacza sume 2" przedziatéw generujacych rzedu n, tzn.

G =Py YU Pay, C=Poo)yUPo1UPuoUPay, itd.

Mozna jeszcze przyjaé Cp = [0, 1].
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Dalsza konstrukcja przebiega indukcyjnie w nieskonczonos¢.

Niech C,, oznacza sume 2" przedziatéw generujacych rzedu n, tzn.
G =PoyUPuy, C=PooUPo1UPuoUPuy, itd.

Mozna jeszcze przyjaé Cp = [0, 1].

Zbiér Cantora mozemy teraz zdefiniowaé na dwa sposoby:
C=GnNnGnNnGnaGn... (1)

albo

C = [0, 1] \ (U U U(Q) U U(l) U U(070) U U(071) U.. ) (2)

V.
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Z przedstawienia (2) wynika, ze zbiér C powstaje przez usuniecie z
przedziatu [0, 1] parami roztacznych przedziatéw

U, U(O): U(l)a U(O,O); U(O,l): ceey

ktére nazywamy sktadowymi dopetnienia [0, 1]\ C.
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Z przedstawienia (2) wynika, ze zbiér C powstaje przez usuniecie z
przedziatu [0, 1] parami roztacznych przedziatéw

U, Yoy, Ury, Y0,0y: Yio,1)s -+ -5

ktére nazywamy sktadowymi dopetnienia [0, 1]\ C.
Policzmy taczng dtugosé tych sktadowych:

2 () 2t
== = = o ]l==z1Im —-— = - =1
3 3 3 3 n—oo 1-% 3 %
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Z przedstawienia (2) wynika, ze zbiér C powstaje przez usuniecie z
przedziatu [0, 1] parami roztacznych przedziatéw

U, Yoy, Ury, Y0,0y: Yio,1)s -+ -5

ktére nazywamy sktadowymi dopetnienia [0, 1]\ C.
Policzmy taczng dtugosé tych sktadowych:

1 2 22
[U[ + Uiy + Uyl + [U0,0) + 1Yo,y + -+ §+37+§+~~
20 (2 106 1
3 3 3 ) 3n- 1-% 3 %*'

Zatem |C| =|[0,1]| —=1=1—1=0, czyli zbiér C jest miary
zero, a wiec jest maty.
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Z przedstawienia (1) zbioru C wynika, ze jest on czescig wspdlng
coraz mniejszych zbioréw C, dla n € N.
To pokazuje, ze C mozna postrzegac jako petne drzewo binarne.
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Z przedstawienia (1) zbioru C wynika, ze jest on czescig wspdlng
coraz mniejszych zbioréw C, dla n € N.
To pokazuje, ze C mozna postrzegac jako petne drzewo binarne.

Korzeniem drzewa jest przedziat [0, 1]. Lewa krawedz taczy ten
wierzchotek z P(), za$ prawa krawedz z P(;). Potem z wierzchotka
P(oy mozna przejs¢ do P(q oy albo do P(q 1), zas z wierzchotka P(y)
do P(l,O) albo do P(l,l)v itd.
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Z przedstawienia (1) zbioru C wynika, ze jest on czescig wspdlng
coraz mniejszych zbioréw C, dla n € N.
To pokazuje, ze C mozna postrzegac jako petne drzewo binarne.

Korzeniem drzewa jest przedziat [0, 1]. Lewa krawedz taczy ten
wierzchotek z P(), za$ prawa krawedz z P(;). Potem z wierzchotka
P(oy mozna przejs¢ do P(q oy albo do P(q 1), zas z wierzchotka P(y)
do P(l,O) albo do P(l,l)v itd.

Jak to interpretowaé dla x € C?

Otéz kazdy punkt x € C wpada do doktadnie jednego zbioru Pq)
albo P(y). Bedac w P(g) wpada on albo do Pg ) albo do Pq 1).
Natomiast bedac w P(1) punkt x wpada albo do Py ¢y albo do
’D(l,l)v itd.
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Z przedstawienia (1) zbioru C wynika, ze jest on czescig wspdlng
coraz mniejszych zbioréw C, dla n € N.
To pokazuje, ze C mozna postrzegac jako petne drzewo binarne.

Korzeniem drzewa jest przedziat [0, 1]. Lewa krawedz taczy ten
wierzchotek z P(), za$ prawa krawedz z P(;). Potem z wierzchotka
P(oy mozna przejs¢ do P(q oy albo do P(q 1), zas z wierzchotka P(y)
do P(l,O) albo do P(l,l)v itd.

Jak to interpretowaé dla x € C?

Otéz kazdy punkt x € C wpada do doktadnie jednego zbioru Pq)
albo P(y). Bedac w P(g) wpada on albo do Pg ) albo do Pq 1).
Natomiast bedac w P(1) punkt x wpada albo do Py ¢y albo do
’D(l,l)v itd.

Zatem widzimy, ze dla kazdego x € C istnieje doktadnie jeden
nieskonczony ciag (s1, sz, ...) zer i jedynek taki, ze

X € P(sl) N P(51752) N P(51’52753) n....
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W jezyku drzew oznacza to, ze punktowi x € C odpowiada
nieskonczona gataz drzewa binarnego.

Ponadto zauwazmy, ze przyporzadkowanie

CBX'—>(51./52,...) (3)

jest wzajemnie jednoznaczne.
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W jezyku drzew oznacza to, ze punktowi x € C odpowiada
nieskonczona gataz drzewa binarnego.

Ponadto zauwazmy, ze przyporzadkowanie
CBX'—>(51./52,...) (3)

jest wzajemnie jednoznaczne.

Zatem w abstrakcyjnym ujeciu zbiér Cantora mozna utozsamiaé ze
zbiorem wszystkich nieskonczonych ciggéw zerojedynkowych.
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W jezyku drzew oznacza to, ze punktowi x € C odpowiada
nieskonczona gataz drzewa binarnego.

Ponadto zauwazmy, ze przyporzadkowanie

CBX'—>(51./52,...) (3)
jest wzajemnie jednoznaczne.

Zatem w abstrakcyjnym ujeciu zbiér Cantora mozna utozsamiaé ze
zbiorem wszystkich nieskonczonych ciggéw zerojedynkowych.

Dowodzi sig, ze ten ostatni zbiér ma taka sama licznos¢ jak zbior
liczb rzeczywistych R.

Przyporzadkowanie (3) pokazuje wiec, ze C tez ma liczno$¢ taka
jak R. W tym sensie zbiér Cantora jest duzy.
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Charakteryzacja przez rozwiniecia tréjkowe

Kazda liczbe x € [0, 1] mozna zapisa¢ w systemie tréjkowym w
postaci

x=(0,x1x2...)3 dlax; €{0,1,2}, i € N.

Zapis x = (0,x1x> ... )3 oznacza, ze
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Charakteryzacja przez rozwiniecia tréjkowe

Kazda liczbe x € [0, 1] mozna zapisa¢ w systemie tréjkowym w
postaci

x=(0,x1x2...)3 dlax; €{0,1,2}, i € N.

Zapis x = (0,x1x> ... )3 oznacza, ze

Twierdzenie

Zbiér Cantora sktada sie z liczb x € [0, 1], ktére maja rozwiniecie
trojkowe x = (0, x1x2 ... )3, gdzie x; € {0,2} dla / € N, tzn.
rozwiniecie to nie uzywa cyfry 1.
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Uzasadnienie

e Liczby ze zbioru C; = Pg) U P(1) to dokfadnie takie liczby
x €[0,1], ze x = (0, x1x2 . .. )3, gdzie x; # 1.
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Uzasadnienie

e Liczby ze zbioru C; = Pg) U P(1) to dokfadnie takie liczby
x €[0,1], ze x = (0, x1x2 . .. )3, gdzie x; # 1.

e Liczby ze zbioru C, to dokfadnie takie liczby x € [0, 1], ze
x=(0,x1x2...)3, gdzie x3 # 1, xp # 1.
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Uzasadnienie

e Liczby ze zbioru C; = Pg) U P(1) to dokfadnie takie liczby
x €[0,1], ze x = (0, x1x2 . .. )3, gdzie x; # 1.

e Liczby ze zbioru C, to dokfadnie takie liczby x € [0, 1], ze
x=(0,x1x2...)3, gdzie x3 # 1, xp # 1.

e Podobnie dla C3, G, itd.
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Uzasadnienie

e Liczby ze zbioru C; = Pg) U P(1) to dokfadnie takie liczby
x €[0,1], ze x = (0, x1x2 . .. )3, gdzie x; # 1.

e Liczby ze zbioru C, to dokfadnie takie liczby x € [0, 1], ze
x=(0,x1x2...)3, gdzie x3 # 1, xp # 1.
e Podobnie dla C3, G, itd.

e Zatem liczby ze zbioru C = C; N G, N ... to dokfadnie takie
liczby x € [0, 1], ze xx # 1 dla kazdego k € N. O
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Z konstrukcji wynika, ze w kazdym otoczeniu (x — r,x +r), r > 0,
dowolnego punktu x € C znajda sie konce przedziatéw usuwanych,
a one naleza do C.

W tym sensie ponownie zbiér C okazuje sie duzy - méwimy, ze jest
on w sobie gesty.
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Z konstrukcji wynika, ze w kazdym otoczeniu (x — r,x +r), r > 0,
dowolnego punktu x € C znajda sie konce przedziatéw usuwanych,
a one naleza do C.

W tym sensie ponownie zbiér C okazuje sie duzy - méwimy, ze jest
on w sobie gesty.

Innym faktem $wiadczacym o tym, ze zbiér Cantora jest duzy,
ktéra moéwi, ze zbidr wszystkich réznic x — y, gdzie x,y € C jest
catym przedziatem [—1, 1]. Fakt ten odnotowat polski matematyk
Hugo Steinhaus poprzez nietrudne rozwazania geometryczne.
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Funkcja Cantora

Funkcja Cantora jest waznym przyktadem funkcji o specjalnych
wtasnosciach. Mozna jg zdefiniowa¢ indukcyjnie.
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Funkcja Cantora

Funkcja Cantora jest waznym przyktadem funkcji o specjalnych
wtasnosciach. Mozna jg zdefiniowa¢ indukcyjnie.

Funkcja Cantora f: [0,1] — [0, 1] powstaje przez jednostajne
przyblizenie przez cigg funkcji f,: [0,1] — [0, 1], ktérych wykresami
s3 linie tamane oraz 7,(0) =0, f,(1) = 1.
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Funkcja Cantora

Funkcja Cantora jest waznym przyktadem funkcji o specjalnych
wtasnosciach. Mozna jg zdefiniowa¢ indukcyjnie.

Funkcja Cantora f: [0,1] — [0, 1] powstaje przez jednostajne
przyblizenie przez cigg funkcji f,: [0,1] — [0, 1], ktérych wykresami
s3 linie tamane oraz 7,(0) =0, f,(1) = 1.

e Funkcja fy jest identycznoscia, tzn. fo(x) = x dla x € [0, 1].
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Funkcja Cantora

Funkcja Cantora jest waznym przyktadem funkcji o specjalnych
wtasnosciach. Mozna jg zdefiniowa¢ indukcyjnie.

Funkcja Cantora f: [0,1] — [0, 1] powstaje przez jednostajne
przyblizenie przez cigg funkcji f,: [0,1] — [0, 1], ktérych wykresami
s3 linie tamane oraz 7,(0) =0, f,(1) = 1.

e Funkcja fy jest identycznoscia, tzn. fo(x) = x dla x € [0, 1].

e Funkcja f; jest réwna % na przedziale U = E %] oraz jest

liniowa na przedziatach Py i P(y).
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Funkcja Cantora

Funkcja Cantora jest waznym przyktadem funkcji o specjalnych
wtasnosciach. Mozna jg zdefiniowa¢ indukcyjnie.

Funkcja Cantora f: [0,1] — [0, 1] powstaje przez jednostajne
przyblizenie przez cigg funkcji f,: [0,1] — [0, 1], ktérych wykresami
s3 linie tamane oraz 7,(0) =0, f,(1) = 1.

e Funkcja fy jest identycznoscia, tzn. fo(x) = x dla x € [0, 1].

e Funkcja f; jest réwna % na przedziale U = E %] oraz jest
liniowa na przedziatach Py i P(y).

e Funkcje f, okreSlamy ponizszym wzorem i rozszerzamy ja liniowo;

T dlaxeU
—{ i dlaxeUg =535
h(x)=1q 1 (0) 979
2 dlaxeUy =38
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Kolejne funkcje f,, okreslamy wedtug podobnego schematu.

Funkcja Cantora dana jest wzorem

f(x) = lim fo(x), x€[0,1].
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Kolejne funkcje f,, okreslamy wedtug podobnego schematu.

Funkcja Cantora dana jest wzorem

Wotasnosci:
e Jest ona ciagta i niemalejaca na [0, 1].

e Jest stata na kazdej sktadowej dopetnienia zbioru Cantora.

e Jest Scisle rosngca na zbiorze C i przeksztatca zbiér C na caty
przedziat [0, 1].
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Kolejne funkcje f,, okreslamy wedtug podobnego schematu.

Funkcja Cantora dana jest wzorem

f(x) = lim fo(x), x€[0,1].

Wotasnosci:
e Jest ona ciagta i niemalejaca na [0, 1].

e Jest stata na kazdej sktadowej dopetnienia zbioru Cantora.

e Jest Scisle rosngca na zbiorze C i przeksztatca zbiér C na caty
przedziat [0, 1].

Ze wzgledu na swéj wykres funkcja Cantora nazywa sie diabelskimi
schodami.

v
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DZIEKUJE ZA UWAGE
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